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(-Re'sumé ~N

Le probléme des plaques raidies est résolu par
trois méthodes.

* La premiére est la méthode des éléments finis
(F.EM)(*) wtilisant un élément conforme. Cetle
méthode est utilisée conjointement avec le principe
d'homogénéisation d'une plague raidie en une pla-
que orthotrope équivalente.

La deuxiéme méthode consiste a étudier les pla-
ques raidies par la méthode des éléments finis en
utilisant un couplage des éléments plague et pou-
tre.

La derniére méthode de résolution est la méthode
des équations intégrales awx frontiéres (B.EM)(*¥),
wtilisant la solution fondamentale du probléme de
flexion et le processus d’homogénéisation.

Enfin, quelques exemples sont Iraités (plaque
encastrée, appuyée), qui mettent en évidence les
performances de ces différentes méthodes.

Mots clés : éléments finis - équations intégrales
aux frontiéres - plagques minces -

plaques raidies - raidisseurs -
théorie de Kirchhoff -
K homogénéisation - orthotropie. )

(*) Ecole Nationale Polytechnique.

(**) Abréviation anglaisc.
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1 INTRODUCTION

L'étude des plaques raidies est un probleme qui
revét un grand intérét pour l'ingénicur constructeur.
Différentes méthodes de calcul ont fait 'objet de nom-
breux  travaux  analytiques. Cependant, avec
I'avénement des techniques numériques, l'ingénicur
peut traiter ces problemes par des méthodes telles que
les différences finies, les éléments finis et les équa-
tions intégrales aux frontieres. La méthode des équa-
tions intégrales aux frontiéres ayant prouvé son effica-
cité dans I'élasticité 2 deux et trois dimensions, trouve
son champ d'application dans d'autres domaines et an
particulier dans la. flexion des plaques minces. A cel
effet, nous avons choisi une formulation efficace résul-
tant des travaux simultanés de Bezine [1] et de Stern
[2).

Nous développons dans le cadre de ce travail trois
formulations différentes :

® Une formulation orthotrope homogénéisée des
plaques raidies par la F.E.M.

® Une formulation plaques-poutres des plaques rai-
dics par la B.EM,

® Une formulation intégrale des plaques raidies c¢n
utilisant la solution fondamentale classique de la
flexion des plaques minces.



2 HYPOTHESES

O Les théories de kirchhoff et de Bernouilli sont
respectivement retenues pour 1'étude des com-
portements des plaques et des raidisseurs.

O La plaque et les raidisseurs constituent un ¢lé-
ment monolithique.

3 FORMULATION ORTHOTROPE DES
PLAQUES RAIDIES HOMOGENEISEES

La formulation orthotrope consiste & remplacer unc
plaque réelle (qui peut étre de forme complexe) par
une plaque de géométriec homogéne avec une orthotro-
pic fictive présentant les mémes rigidités moyennes de
flexion et de torsion.

Cette  formulation est déduite du principe
d'homogénéisation qui, dans wnotre étude, congiste a
élaler continiment les rigidités des nervures sur une
largeur égale a leur entre-axe. Ainsi, pour ce modele,
la formulation numérique peut &ure faite systématique-
ment en déterminant seulement la matrice de rigidité

d'une plaque orthotrope.

On a choisi I'élément rectangulaire conforme, a
quatre noeuds et & quatre degrés de liberté par nocud
a savoir la fleche, les deux rotations suivant les deux
axes de coordonnées et le gauchissement.

Le vecteur déplacements nodaux est donc :

‘“ii= {Wi 0, 90y exyiiT )

Le vecteur forces nodales correspondant est :
& T
[Fi)=fTa My My M) @

Pour trouver le champ de déplacement qui satisfait
aux limitations de conformité de 1'é1ément, il est possi-
ble d'utiliser le produit de fonction de forme unidi-
mensionnelle de la poutre chacune portant sur I'une
des directions x ou y :

w(x,y) = (a; + 8, x + a3 x2 + a, x%)
(by + by y + by y2 + by y?) (3)
Dans notre ¢tude, on a déterminé la matrice de
rigidité élémentaire d'une plaque orthotrope par une
méthode pscudo-analytique qui  évite, d'une  part,
l'intégration et la dérivation numérique, et, d'autre

part, la détermination laborieuse des expressions
d'¢léments de la matrice de rigidité élémentaire.

Cette méthode consiste a calculer analytiquément :
[R]- | [ol"[bllal* @
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et numériquement
[x]={a"]"[R][A"] )

avee : !

[A] : Matrice reliant les déplacements nodaux
aux coordonnées généralisées.

[Q] : Matrice reliant le vecteur déformation au
vecteur des coordonnées généralisées.

[D] : Matrice d'élasticité.

La matrice d'élasticité [D] est définic comme suit :

x DI 0
D= 1 Dy 0
0 0 D

L'état de déformation dans I'élément est représenté
par :
9w ) P?w  Pw T

ox? 3y’ - oxdy

le (xy)} = ©)

Les coefficients de rigidités équivalentes sont défi-
nis suivant la disposition des raidisseurs.

Ainsi, pour une plaque renforcée en croix par deux
séries €équidistantes de raidisseurs symétriques par rap-
port & son plan moyen, les coelficients de rigidités
équivalentes sont donnés [3] :

3 " El 3 EI
Doa— BB . PR |
12(1-p?) s 12f1-p? &
; g Q)
Dl=_p'IL ; ny=L
12(1- p?) 24(1+u)

I, ou I, : Moment d'inertic d'une piece du raidisseur.
s : Espacement des raidisscurs.

E : Module de Young.

W : Coefficient de Poisson.

4 FORMULATION PLAQUES-POUTRES DES
PLAQUES RAIDIES

Cette formulation consiste a étudier le systéme ori-
ginel de la plaque en le reconstruisant a partir de ses
constituants. Ainsi, I'analyse des plaques raidies par la
F.E.M peut étre appprochée par I'assemblage des deux
comportements des plaques et des poutres en introdui-
sant l'influence mutuelle entre les deux éléments.

La matrice de rigidité élémentaire pour 1'élément
rectangulaire d'une plaque isotrope peut &tre déduite
directement de la matrice de rigidité élémentaire ortho-
trope déja établic en remplagant les coefficients de la
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matrice d'¢lasticité orthotrope par les cocfficients de la
matrice d'élasticité isotrope.

D'ou :

2(i-p3) ®

La matrice de ngidité de la poutre est donnée dans [4],
on :
I, : est linertie équivalente de la poutre 1, = I + ¢* A,
e :est la distance entre les deux axes de la poutre et
de la plaque,
A ct I : sont respectivement l'aire et l'inertie par rap-
port au centre de gravité de la poutre.

5 FORMULATION INTEGRALE DE LA FLEXION
DES PLAQUES MINCES

La formulation intégrale aux frontiéres de la
flexion des plaques minces en accord avec la théorie
de Kirchholf est basée sur :

O L'équation différenticlle :
Viw= gD ©)

J Le théoréme de réciprocité comme l'identité de Ray-
leigh-Green généralisée a une frontidre possédant N
points anguleux :

‘ {Vn(w)u~Mn(w)d—u+ ¥ ML) -w Y, (u)}ds -
dn dn
£} (10)

=D| (uV*w-w Vuda- m, (w)lu-|M, (u)lw
£ [fm - ],
/o)
(1 La solution fondamentale :
I
Us e——1" Int 11
8nD Lt

Deux équations intégrales aux frontieres sont obte-
nues [1] :

ow], +

d
5 {v_ (u)w«MnEu)%:i4 -d—:-M“(w)-uV_ (w)}dx

n

+ Z[I {(u)]w [M l(w)u]] uqdd (12)

avee ¢ = 1 quand pe Q et ¢ = 1/2 quand p €0Q.

][W@ M g
T m

8 u
+ fmoan Mn(w)--é]—o-vn(w)}dw
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i [[ DMa:ln(u) .

k=1

(13)

Avec :
q : Charge transversale répartie par unité de surface.
w : Solution de I'équation de Lagrange.
u : Solution élémentaire de I'équation biharmonique

Viu=0.

M, : Moment normal de flexion associé soit & w
soit & u.

k, : Effort tranchant de Kirchhoff associé soit a w
SOil & u.

M,, : Moment de torsion associé soit & w soil a u.

[[()J]lk : représente le saut de la fonction 0 au  point
Ay d'abscisse curviligne s; tel que :

[101] 5, = ©) - (0) 4

Le moment de torsion mormal M, n'existe que
dans les coins et n'est pas une inconnue fondamentale
du probleme. 1l sera exprimé en fonction de la pente
normale par :

—®UM~Pﬂ a4)

Les intégrales des surfaces des équations (12) et
(13) peuvent &tre ramenées a la frontiere, clles sont
données dans [5].

6 FORMULATION INTEGRALE DE LA FLEXION
DES PLAQUES RAIDIES

Pour appliquer la méthode des équations intégrales
aux frontieres aux plaques raidics, il nous a fallu asso-
cier a cette plaque un modele fictif équivalent d'une

plaque isotrope ayant un cocfficient de rigidité
flexionnelle équivalent donné par :
3
p-_Eh L EI 15)
12(1-p%) s .

7 APPLICATIONS

Nous avons appliqué ces trois méthodes a deux
exemples qui vont nous permettre d'évaluer leurs per-
formances. Ces deux exemples ont éié traités dans [6],
en utilisant une approche de type B-Spline function :
plaque carrée, renforcée par deux raidisseurs, un dans
chaque dircction. Cette plague est chargée transversa-
lement par une charge uniforme q = 0.5 kg/cm? et a
pour dimensions a = b = 20.18 cm, I'épaisseur t =
0.2817 cm. La poutre a une inertie I = 5.96 10 cm4
¢t une excentricité nulle.

Les caractéristiques mécaniques sont :
E = 2.116 106 kg/em? et p = 0.3.
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On note que l'analyse des errcurs effectuée au
niveau de la conclusion est relative aux données expé-
rimentales trouvées dans [6].

8 CONCLUSION

Les résultats obtenus montrent que le probleme de la
flexion d'une plaque raidie peut étre approché par trois
méthodes différentes chacune ayant ses particularités :

- La méthode des éléments finis basée sur une for-
mulation orthotrope est unc méthode simple ct
rapide mais qui tolére une erreur moyenne de 6%
en termes de déplacements et 13% en termes
d'efforts.

La méthode des éléments linis basée sur une for-
mulation discréte de plaques-raidisseurs est une
méthode plus compliquée que la premiére mais
qui est la plus précise des trois. Elle tolere une
erreur moyenne de 2.5% en termes de déplace-
ments et 6% en termes d'efforts.

La méthode des équations intégrales est une métho-
de puissante a cause de son systéme de discrétisa-
tion qui nc concerne que la frontitre de la plaque,
mais c'est la méthode qui présente le plus de diffi-
cultés de formulation et de programmation. Sa pré-
cision est de 4.5% en termes de déplacements @
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Figure 1 : Plaque carrée apuyée simplement courbes
comparatives de la variation de la déflexion
suivant I'axe X pour y= b/2.
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Figure 2 : Plaquc carrée encastrée courbes comparatives de
la variation de la déflexion suivant l'axe x pour
y=b/2.
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