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Résumé

Cet article présente un élément fini rectangulaire
avec des degrés de liberté variables pour l'analyse des
vibrations extensionnelles des plaques minces rectangu-
laires. Les déplacements a l'intérieur de I'élément sont
décrits par un nombre fixe de termes polynémiaux plus
un nombre variable de termes trigonométriques. Les
déplacements des neeuds et les amplitudes des fonctions
trigonométriques sont utilisés comme coordonnées géné-
ralisées. La compatibilité entre éléments est accomplie
en égalant les coordonnées généralisées aux neuds et
aux cotés des éléments. Les fréquences correspondant
aux trois premiers modes extensionnels symélriques-
symétriques, symétriques-antisymétriques, et antisymé-
iriques-antisymétriques d'une plaque libre de forme car-
rée sont calculées et sont comparées avec des résultats
analytiques connus et avec des résultats utilisant un élé-
ment fini isoparamétrique quadratique. Les comparai-
sons avec l'élément isoparamétrique quadratique mon-
trent que l'élément d'ordre variable produit une meilleu-
re précision avec moins de degrés de liberté. La métho-
de est uiilisée pour calculer les fréquences correspondant
aux huit premiers modes d'un mur voile a quatre ouvertures.

Mots clés : élément fini d'ordre variable - plaques
minces rectangulaires - vibrations exten-

\ sionnelles. /

1INTRODUCTION

Dans cet article, un élément fini rectangulaire avec des
degrés de liberté variables est développé pour l'analyse des
vibrations extensionnelles des plaques minces rectangulai-
res. Des éléments similaires ont é1é développés par Milsted
et Hutchinson [1] pour l'analyse des vibrations des mem-
branes et par Hutchinson et Benitou [2] pour l'analyse des

vibrations flexionnelles des plaques minces rectangulaires.

Plusieurs éléments finis a l'intérieur desquels les dépla-
cements sont décrits par des termes polyndmiaux seule-
ment sont connus pour l'analyse des contraintes planes. Les
premiers ¢léments sont : le triangle & déformation constante
développé par Turner et al. [3], le triangle & déformation
linéaire développé par Fraejis de Veubeke [4], et le rectan-
gle a déplacement bilinéaire développé par Melosh [5].
D'autres éléments sont : le rectangle linéaire cubique déve-
loppé par Barber [6] et les éléments isoparamétriques pré-
sentés par Irons [7].

Dans cet article, les déplacements & l'intéricur de
I'élément sont décrits par un nombre fixe de termes polyno-
miaux similaires a ceux utilisés pour le rectangle a déplace-
ment bilinéaire et un nombre variable de termes trigonomé-
triques similaires & ceux utilisés par Milsted et Hutchinson
[1] pour le déplacement transversal de la membrane a
I'intérieur de 1'élément. Un second groupe de coordonnées
généralisées est choisi pour satisfaire la compatibilité entre
éléments. Les termes polyndmiaux sont utilisés pour défi-
nir les déplacements des neeuds et les termes trigonométri-
ques sont utilisés pour définir les déplacements aux ctés et
a l'intérieur de 'élément. Une transformation non couplée
des coordonnées du systéme original au nouveau systéme
est exigée. Le procédé de solution consiste a former les
matrices de rigidité, masse et de transformation de
I'élément. Les matrices de rigidité et masse de l'élément
sont alors transformées au nouveau systeme de coordon-
nées généralisées puis assemblées dans les matrices de rigi-
dité et masse globales. Le probleme standard de valeurs
propres résultant est alors résolu et les fréquences sont
obtenues.
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Les fréquences correspondant aux trois premiers modes
cxtensionnels  symétriques-symétrigues,  symélriques-
antisymétriques et antisymétriques-antisymétriques d'une
plague libre de forme carrée sont galculées et sont compa-
rées avec des résultats analytiques connus et avee des résul-
tats obtenus par la méthode des €léments finis utilisant un
élément 1soparamétrique quadratigue. La méthode est aussi
utilisée pour calculer les fréquences corresporidant anx huit
premiers modes d'un mur voile & quatre ouvertures. La for-
mulation de I'élément développé dans cet article n'est pas
limitée & un élément rectangulaire mais peut @tre [facile-
ment généralisée pour un élément quadrilatéral.

2FORMULATION
La figure 1 montre un  élément rectangulaire

d'¢paisseur e. Les coordonndes sans dimension & et 1) sont
définies comme suit :

t=X §))
a
n-Yb— ?)
n
=1
v
b /iwo Lu &=
=0
[ = /n —— ¢
2

Figure 1 : Coordonnées ct dimensions de 1'é'ément

Les déplacements a l'intérieur de c2t élément sont des
translations dans le plan x-y.

Donc :
i b e

v

Les fonctions de déplacements supposées pour cet é1¢-
ment sont :

U= gy + a5 + @M+ QN + Gy SN0 E + QT sina G

)

+q,, sna N+ q,E sine 0 +q o sina € sino

v=qs+qkL + M +qgfn +qysino £+ msing §

(5

+ g sina M +q B sine n4q o sina Esina n

on:

o,=mre ; m=12..NX 6)
o, =nt ; n=12_.NY (7)
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u peut étre écrit sous forme matricielle comme suit ;

u = gq (8)
on:

LEnéy 0000 sinaf nsinak 0 0

—i
a’\
(0000 1&nk& O 0

sina, & nsina &

sina ) Esingn 0 0 sina sinan 0

0 0 singn &ingn 0 sinay, € sina 1 )

a'= 14 9 43 Y4 95 96 97 Y8 Imi 9m2 Ym3 Ime
Uy1 902 9n3 9na Ymnl Gmn2) (10)

Les indices sont définis comme suit :

ml=4m+ 5 (11)
m2=ml + 1 (12)
m3=ml +2 (13)
md=ml+3 (14)
nl =4(n +NX)+5 (15)
n2=nl+1 (16)
n3=nl+2 17)
nd=nl+3 (18)
mnl =42 + NX + NY) + 2(m-1)NY + 2n-1  (19)
mn2=mnl + 1 (20)

L'opérateur différentiel linéaire d est défini comme suit :

A L3 o |
dx a of
= d i 1 0 |,
d 0 — = 0 — — [ (21
dy b an &
9 9 19 rs
dy ox | b an a of _

En appliquant I'opérateur d au vecteur u, une matrice h
est obtenue de sorte que :

L.a matrice de rigidité K_ et la matrice masse M de

- . 1 ~ -
I'élément sont exprimées dans le systéme de coordonnées q
comme suit :

K,= abcﬂ h" Chdtan 23)
. 1

M, = paheﬂ g gddn (24)
0o

3



ol p est la densité de masse et C est unc matrice définie
comme suit :

1 v 0

-_E _(v10 25)
w2 o o1V
2

ol E et v sont respectivement les modules d'élasticité et le
coefficient de Poisson.

La matrice de rigidit¢ K et la matrice masse M, de
I'élément dans le systéme de coordonnées q sont obtenucs
en intégrant les expressions données par les équations (23)
et (24). Un second groupe de coordonnées généralisées p
est choisi pour satisfaire la compatibilité entre éléments. La
relation entre les coordonnées q et les coordonnées p est
comme suit :

q=Tp (26)
ou:

PT= {1y vy Uy Vo U3 V3 Uy Vg Uy Vi Upp Vi
Un1 Vil Yn2 Vn2 UYmn vmn] (27)

Les coordonnées uy, vy, Uy, Vy, Ug, V3, Uy €L V4 sont les
déplacements des nceuds de I'élément. Les coordonnées
Unis Ymis Um2: Ym2: Ynts Va1 Un2> Vo2s Ymn €L Vi, Sont les
amplitudes des fonctions trigonométriques. L'association
d'une de ces coordonnées avec un nceud ou un cHté de
I'élément est illustrée dans la figure 2. Si les termes polynd-
miaux sont spécifiés en fonction des déplacements des
neeuds seulement et les termes trigonométriques sont spéci-
fiés en fonction des déplacements aux cotés et a l'intérieur
de I'élément seulement alors la matrice de transformation T
sera non couplée et prendra la forme bandée suivante pour
NX=NY=1.

100 000 00
-1 01 000 060
100 000 10
1 0-1 010 -10
010000 00
0-10 100 00
0-10000 01
010-101 041
1 000
T= -1 010 28)
0100
0-101
1000
-1 010
0100
0-101
10
01

L'ordre de la matrice T dépend des nombres de termes
trigonométriques NX ¢t NY utilisés. Le bloc 8 par 8 est
fixe. La matrice T s'élargit le long de la diagonale avec

4

autant de blocs 4 par 4 et 2 par 2 que les nombres de termes
NX et NY utilisés.

Un2
uy, Vm2 Ug
vy V3
Umn
Un1 Vn1 Vo Un2 V2
U up
Vl uml VZ
v
ml

Figure 2 : Coordonnées généralisées de 1'é1ément.

Les matrices de rigidité et masse de I'élément sont
transformées au systéme de coordonnées p comme suit :

=T'K, T (29)
&,: TM,T 30)

La matrice de rigidité et la matrice masse M_ de
I'élément sont alors assemblées dans les matrices de rigidité
et masse globales. Les valeurs propres (fréquences) sont
calculées en utilisant une des méthodes numériques
connues pour la solution d'un probléme standard de valeurs

propres.
3 RESULTATS

Le premier probléme considéré dans ce travail est une
plaque libre de cdté = 1, d'épaisseur = 0.01, et pour laquelle
le coefficient de Poisson = 0.3. Des résultats sont obtenus
pour les modes extensionnels symétriques-symétriques,
symétriques-antisymétriques, et antisymétriques-
antisymétriques. Dans les modes symétriques-symétriques
les déplacements u et v sont des fonctions paires de x et de
y respectivement. Dans les modes antisymétriques-
antisymétriques les déplacements u et v sont des fonctions
impaires de x et de y respectivement. Dans les modes
symétriques-antisymétriques le déplacement u est unc fonc-
tion paire de x et le déplacement v est une fonction impaire
de y. A cause de la symétrie en géométrie et aux conditions
aux limites et en centrant le systéme de coordonnées, il est
nécessaire de considérer seulement un quart de la plaque.
Les trois modes extensionnels possibles correspondent aux
conditions aux limites suivantes :

0 Modes symétriques-symétriques :
u(x,0)=0; v(x,0) 20
u(0,y) #0;v(0,y) =0 (31)
u(0,0)=0;v(0,0)=0
0 Modes antisymétriques-antisymétriques :
u(x,0)#0; v(x,0)=0

u(0,y)=0; v(0,y) #0 (32)
u(0,0)=0;v(0,0)=0
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0 Modes symétriques-antisymétriques :

n(x,0)#0;vx,0)=0
u(0,y) #0; v(0,y)=0 (33)
u(0,0) #0; v(0,0)=0

Les valeurs des paramétres de fréquence  correspon-
dant aux trois premiers modes extensionnels sont calcu-
lées. Elles sont données dans les tableaux 1, 2, et 3 et sont
comparées avec des résultats utilisant un €léments fini iso-
paramétrique quadratique et avec des résultats analytiques
obtenus par Zillmer [8] en utilisant la théorie d'élasticité
tridimensionnelle. La méthode développée par Zillmer
consiste & combiner des solutions exactes des équations
différenticlles en trois séries doubles qui satisfont les
conditions aux limites correspondantes aux contraintes de
cisaillement, Les conditions aux limites correspondantes
aux contraintes normales sont satisfaites par orthogonalisa-
tion sur la frontiere. Le paramétre de fréquence 2 est défi-
ni comme étant le rapport de la fréquence naturelle ® a la
vitesse d'onde de cisaillement. Les figures 3(a), (b), (c) et
(d) illustrent les modélisations correspondant aux différen-
tes solutions. Dans le cas de la méthode des éléments finis
d'ordre variable appliquée a ce probléme, un seul €lément
est utilisé pour modéliser un quart de la plaque et les nom-
bres de termes trigonométriques NX et NY sont variés. Par
exemple, la figure 3(a) montre qu'un seul élément est utili-
sé dans un quart de la plaque et NX = NY = 3.

33 44
(a) (b)
3 ’ [ ]
] ’ ¢ . -
- * 3 ] [ 3
@ ¢ & . a=r.
> ® [ >
(c) (d)

Figure 3 : Modélisations d'un quart de la plaque. (a) et (b) :
Modélisation par éléments finis d'ordre variable.
Les nombres a l'intérieur de 1'élément indiquent
respectivement les nombres de termes trigono-
métriques NX et NY. (c) et (d) : Modélisation
par éléments isoparamétriques quadratiques.

Les comparaisons des résultats des tableaux 1, 2, et 3
montrent qu'en utilisant un seul élément et en variant les
nombres de termes trigonométriques, les résultats de la
méthode des €léments finis d'ordre variable convergent
rapidement vers les résultats analytiques avec moins de
degrés de liberté que la méthode des ¢léments finis. Le
temps de calcul exigé pour la formation des matrices de
rigidité et masse de 1'é1ément fini d'ordre variable peut étre
largement réduit si la multiplication par les zéros se trou-
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Q) (a) (b) () (d) | Référence [8]
G0) | (72) | (“2) | (80)

1]3.9270 | 3.9241 | 3.9287 | 3.9237 3.9225

2173239 7.2933 | 7.4190 | 7.3062 73084

3 189413 | 8.8989 | 8.9634 | 8.9002 8.8953

Tableau 1 : Paramétres de fréquence £ correspondant aux
rois premiers modes extensionnels symétri-
ques-symétriques de la plaque.

(@), (b), (c) et (d) se réferent aux modélisations
de la figure 3. Les nombres entre parenthéses
indiquent les nombres de degrés de liberté.

Q| (a) (b) (c) (d) | Référence [8]
G0y | a2 | @) | @0

1|4.1888 | 4.1808 | 4.1885 | 4.1802 4.1853

2| 63197 | 6.3018 | 6.3297 | 6.3010 6.3037

3 | 84555 | 8.4278 | 8.5812 | 8.4418 8.4254

Tableau 2 : Paramétres de fréquence Q correspondant
aux trois premiers modes extensionnels
symétriques-antisymétriques de la plaque.

Q| (a) (b) (c) (d) | Référence [8]
(50) (72) (42) (80)

1|4.4462 | 44441 | 4.4451 | 4.4433 4.4485

2 | 5.0565 | 5.0520 | 5.0553 | 5.0506 5.0644

3 |5.8392 | 5.8373 | 5.8393 | 5.8365 5.8354

Tableau 3 : Parametres de fréquence €2 correspondant aux
trois premiers modes extensionnels antisymé-
triques-antisymétriques de la plaque.

vant en dehors des blocs 4 par 4 et 2 par 2 de la matrice de

transformation T est négligée lorsque les matrices de

I'élément sont transformées du sysiéme original de coor-

données généralisées au nouveau systeme. Les tableaux I,

2, et 3 montrent que quelques paramétres de fréquence

obtenus par la méthode des éléments finis d'ordre variable

et la méthode des ¢léments finis convergent vers des
valeurs légérement plus petites que les valeurs analytiques.

Une des raisons peut étre que la méthode analytique utilise

la théorie d'élasticité tridimensionnelle qui tient compte de

l'effet de I'épaisseur de la plaque alors que la théorie utili-
sée est la théorie des contraintes planes qui néglige cet
offet.

La méthode des éléments finis d'ordre variable est
appliguée a l'analyse des vibrations d'un mur voile & quatre
ouvertures. La figure 4(a) montre la forme et les dimen-
sions du mur. Les propriétés du matériau de cette structure
sont E/p = 10% et v = 0.2. Brebbia et al. [9] ont résolu ce
probléme par la méthode des éléments finis utilisant un élé-
ment rectangulaire a déplacement bilinéaire. Les figures 4
(b) et (c) illustrent les modélisations des différentes solu-
tions. Les valeurs des paramétres de fréquence Q corres-
pondant aux huit premiers modes sont données dans le
tableau 4. Les comparaisons des résultats du tableau 4
montrent que les valeurs obtenues par la méthode des é1¢-
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ments finis d'ordre variable sont les hunites inférieures de
celles obtenues par la méthode des éléments finis et par
conséquent sont plus précises. Le méme tablcau montre
que la méthode des éléments finis d'ordre variable eaige
moins d'éléments et par conséquent moins de degrés de
liberté que la méthode des éléments fis. Ceci conduit
automauquement a une économie imporanie du mps de
caleul,

Figure 4 : Géoméurie et modelisations du mur voile.

(a) Géométrie.

(b) Modélisation par ¢léments finis d'ordre varta-
ble. I.es nombres & 'imtérieur de I'€lément indi
quent respectivement les nombres de termes
trigonométriques NX et NY,

(¢) Modélisation par éléments rectangulaues a
déplacement bilincaire.

Q 1 2 3 4 5 6 778

et
(b)
(408) 10,0298 [0.1011 | 0.1058| 0.1833 | 0.2161]0.2755) 03065 | 1.3296

(<)
(1088) {0.0321] Q11001 O LIBY 0.1850] 023808 U 2844 0.3080] 03434

Tableau 4 : Parametres de [iéquence 2 correspondant atia
huit premiers modes du mur voile. (b) et (¢) sc
réferent aux modélisations de la figure 4.
Les nombres entre parenthéses indiquent les
nombres de degiés de hberté.

4 CONCLUSION

L'élément fim d'ordre variable présenté dans cet artic ke
est utilisé pour l'analyse des vibrations extensionnelles des
plaques minces rectangulaires. La formulaton peut cue
légérement modifiée pour &tre généralisée & un ClCiont
quadrilatéral. L'analyse d'unc plaque libre de forme carée
montre que les résultats obtenus par la méthode des elé-
ments finis d'ordre variable convesgent rapidenient vers des

1 f 18 [2af21731 Hh
L J 30 22 32 jisse
N 1.8 2121 31 T
\ ‘l 30 2.2 32 ! Cﬁii
1 L o
- e 2_!.f2_1 3L | 3o
(] b pal 2]
- 18 Ja1l21[ 31 jiff
J ’ 3.0 22| |32 EEEE:
Lot i ]
PVEKEVINE 2. B
(@) (b) (c)

valeurs cavemement precises avee maoms d'elemients el par
conséquent woins de degres de liberté que la méthode des
éléinents fints utilisant un élément isoparamétrique quadra-
tigue. Lu méthode est appliquée a l'analyse des vibrations
dun mur voile & quatre ouvertures. L'avantage principal de
cette méthode vis-a-vis de la mémode des éléments finis
est que le nombre de degrés de liberté peut &re varié sans
que le nombre d'éléments soit changé et que les résultats
corsespendant aux modes supéneurs sont plus précis @
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