APPROCHE DU COMPORTEMENT DYNAMIQUE
DES SOLS PAR LE MODELE équivalent LINEAIRE
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1. Introduction ‘

La reconnaissance dynamique des sols trouve |
des applications industrielles dans des domaines |
ol les enjeux économiques sont trés importants.
Quand il s"agit de construire des centrales nu-
cléaires ou de grands barrages, les conditions de
sécurité exigées sont trés sévéres, Ces ouvrages
doivent résister aux séismes les plus sévéres,
Pour cela, les paramétres dynamiques des sols,
qui sont souvent le module de cisaillement dy-
namique et le coefficient d’amortissement, sont
déterminés par des essais in-situ utilisant le prin-
cipe de propagation des ondes.

Le travail présenté ici permet une interpréta-
tion des essais cross-hole [11] ou des essais mo-
nopuits (1,2) dans la gamme des déformations
inférieures 4 10™ avec une excitation harmo-
nique a la source.

2. Domaines de modélisation du
comportement des sols [6]

Pour approcher le comportement du sol, les
lois €lastiques sont tout & fait utilisables si I'am-
plitude de la déformation de cisaillement ne dé-
passe pas 10, De par sa simplicité, le modéle
élastique linéaire est le plus utilisé. Dans le cas
d’un cisaillement, la relation reliant la contrainte
4 la déformation est:

T=G,Yy
T, Y et G sont respectivement la contrainte de
cisaillement, la déformation de cisaillement et le
module de cisaillement. Ce dernier dépend, pour
un matériau donné, de la contrainte moyenne |
initiale et de I'indice des vides.

Bien entendu ce type de loi ne peut représen- |
ter les phénoménes de dissipation constatés
méme sous de trés faibles déformations. Dans ce
but, on peut adopter une modélisation viscoélas-
tique linéaire. Cette loi se traduit dans le cas
d'un modele de Kelvin-Voigt par :

T=Gyy+uy

Avec |' ety sont respectivement le coefficient
de viscosité et la vitesse de la déformation de ci-

| saillement. ) ‘

L'utilisation de cette loi est proche du com-
portement élastique, mais elle introduit un
amortissement interne et des déphasages entre
contraintes et déformations. Dans un charge-
ment harmonique, cette relation se traduit dans
le plan (t,y) ou (o,€) par une ellipse ( Figure 1).
L'aire de l'ellipse est reliée & l'amortissement,
l'inclinaison de son axe ainsi que la contrainte
maximale dépendent de la fréquence.

Figure 1 : Relation (7,y) pour une déformation
cyclique. Cas d'un modéle de Kelvin- Voigt.

Le modele viscoélastique linéaire précédant
ne représente que fort mal le comportement réel
des sols, méme pour des déformations extréme-
ment petites. Pour des déformations cycliﬂues
imposées de cisaillement inférieures a 107, le
sol présente un comportement hystérétique. La
relation contrainte- déformation se traduit par
une boucle d'hystérésis (Figure 2) dont l'aire et
l'inclinaison dépendent de 'amplitude y,,,. Cette
boucle ne dépend plus de la fréquence, comme
¢’était le cas dans le modele viscoélastique.

1l est commode de caractériser cette boucle
par:

- G(Yy,,) module de cisaillement sécant défini

Y

= N(Ypy,) coefficient d'amortissement défini par:

N,y = —Ci
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Figure 2 : Relation (1) pour une dé-
Sformation cyclique.
Cas d'un comportement hystérétique.

O, E est I'¢fnergie dissipée pendant un cycle
correspondant 2 l'aire de la boucle de I'hystéré-
sis et E,, est I'é nergie élastique mise en jeu pen-

dant un cycle correspondant & l'aire du triangle |

hachuré sur la figure 2 et est donnée par:
1.2
E= EYM.G(Y.)

Dans cette: gamme de déformation, la boucle
d'hystérésis n'évolue pas avec la répétition des
cycles chargie - décharge. Pour modéliser un tel
comporteme:nt cyclique, diverses régles ont été
proposées. Dans cette gamme de déformation, le
modele équivalent linéaire peut étre utilisé [9].
11 consiste a approcher la boucle de la figure 2
par une ellipse de la figure 1. Il s’agit surtout
d'ajuster les mipdules sécants et I'amortisse-
ment.

IL est parfois plus intéressant d'approcher le
comportement cles sols par des régles simulant
le cycle de la figure 2. La plus utilisée est celle
de Masing (8) qui stipule que la courbe de char-
gement et de déchargement peuvent étre obte-
nues a partir de la courbe du premier charge-
ment par une homothétie de rapport 2. Cette
courbe de premier chargement est donnée par
divers modeles tels que le modéle de Hardin-Dr-
nevich [4,5], le modele de Konder- Zelasko [7]
et le modéle dde Ramberg-Osgood [10].

A partir d’un seuil de déformation estimé a en-
viron 10'4, la. forme des boucles d’hystérésis
change avec la répétition des cycles charge-dé-
charge; les caractéristiques-du sol évoluent et il
y aura accumulation des déformations perma-
nentes. La méthode équivalente linéaire ne peut
plus étre appliquée. C’est le domaine des lois
élastoplastiques. Ce domaine ?eut couvrir des
déformations allant jusqu'a 107,

Pour de grandes déformations allant & plus de
107 (séismes de forte intensité), le comporte-
ment des sols devient trés complexe, et les
contraintes effectives ne suffisent plus toutes
seules & décrire le comportement du sol. On doit
tenir compte de I'évolution de la pression inter-
stitielle, qui peut dans certains cas annuler les
contraintes effectives et provoquer une rupture

| par liquéfaction. Les lois incrémentales sont
| construites pour prendre en compte ce phéno-
méne par I'intermédiaire de I'histoire du charge-
ment du sol & partir d'un état initial connu.

Il faut noter que dans la pratique, les domaines
de comportement ne sont pas aussi nettement sé-
parés que le laissent penser les chiffres. Le sol
présente un comportement évolutif, et le pas-
sage d'un comportement 3 un autre n'est pas
aussi brusque.

3. Approche par équivalence li-
néaire du comportement des sols

3.1 Notion d’équivalence :

* Principes d’équivalence :

Ce principe d’équivalence est formulé pour
des vibrations en régime établi, c’est A dire pour
des déformations cycliques stabilisées. Il
consiste & écrire que la boucle effort - déforma-
tion, dans un essai réel, telle que représentée en
figure 2 peut étre approchée par une ellipse, ana-
logue & celle obtenue pour un corps viscoélas-
tique linéaire présentée en figure 1 dans le cas
d’un corps de Kelvin — Voigt.

On dira que ces deux cycles représentent des
comportements équivalents :

* Si les boucles ont la méme inclinaison, ce qui
traduit une équivalence des modules,

« Si les boucles ont la méme surface, ce qui tra-
duit une équivalence des amortissements.

11 faut noter que pour la boucle réelle, la fré-
quence n'intervient pas sur la valeur de I"amor-
tissement, contrairement a la boucle viscoélas-
tique linéaire ol la surface de celle-ci est pro-
portionnelle a la fréquence.

Relations d’équivalence :
Dans I'espace temps, la loi de comportement

i ik aksicticnn: fuseie s, Vi |
soumis & un cisaillement simple s'écrit au moyen du

produit de convolution, noté * :
(=R @*y(®)
R’ étant la réponse impulsionnelle, obtenue en
dérivant par rapport au temps la fonction de re-

laxation ou la fonction retard du matériau. Ces
fonctions sont ici indépendantes de Y.
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La transformée de Fourier de I’équation pré-
cédente s'écrit :

(w) = M(w).y (@)

avec t(w) transformée de Fourier de t(t), y(®)
transformée de Fourier de y(t) et M(w) transfor-
mée de Fourier de R'(t).

Dans le cas d’un chargement harmonique a la
pulsation @, M(w,) n’est autre que le module
complexe p+. . W ou encore G+, W15 i
étant le complexe dont le carré vaut -1.

Les paramétres de I'ingénieur sont définis
comme suit:

- Module de cisaillement:
G, = Réel{M(w,)}
- Dissipation au cours d'un cycle de chargement :

Dw'x(Ym' wo) = ﬂ-Y:.lm{M(wU)}

Rendre équivalent un comportement dont la
relation contrainte déformation est une ellipse.i
un comportement dont la relation est de type de
la figure 2 consiste & définir un nouveau module
complexe M, qui obéit aux conditions sui-
vantes:

a- Indépendance du module complexe vis-a-vis
de la pulsation:

On écrira la relation de comportement indé-
pendante de la pulsation de la fagon suivante :

T=MpYy

La relation ci-dessus suppose la réponse
forme des cycles harmoniques si la sollicitation
harmonique.

b- Equivalence quant a la dissipation:

Un matériau réel dont la relation contrainte
déformation est décrite par la figure 2 dissiperai
la méme énergie qu’un matériau visco-élastique
linéaire, pour une sollicitation harmonique de
pulsation @, si :

Im{M,}=2.G(y,,)-n(7.,)

¢~ Equivalence quant au modu.le:

Pour réaliser cette équivalence, on écrit que
I'inclinaison du cycle hystérétique est identique
a I'inclinaison de Iellipse. Dewx points de vue
sont proposés:

- On parlera de la pente donnée par le rapport
G(Ym) : T/Ym
et ou T est la contrainte correspondant a la dé-
formation maximale y,,.
- On parlera de la pente donnée par le rapport
G(Ylll) = IIII/YI‘I’I'

Ce calcul est effectué pour T, et ¥, qui sont
respectivement la contrainte maximale et la dé-
formation maximale.

Pour les calculs, on adoptera lia proposition de
Dormieux [3] qui vérifie les conditions (b) et
(c). Cette proposition s’écrit:

M, = G(ym).{.\;"l - 4.n°(y,,,i 0 2»1'-77(‘/,,.)}

4. Equations du probléme
4.1 Hypothéses

En plus des hypothéses d"homogénéité et ‘

d’isotropie du milieu, le probléme est traité en
considérant une géométrie axisyméirique avec
une excitation harmonique créant un déplace-
ment vertical i la source. Ce déplacement créera
des déformations de cisaillement vertical et dont
la propagation est horizontale.

4.2 Tenseur de déformation

En se plagant dans un repére cylindrique
(r.z,0) et conformément a I"hypothése de propa-
gation radial du mouvement, seul la composante
suivante du tenseur des déformations est non

nulle :
o
g =—
=~ N

w étant la composante du déplacement ex-
primé dans un repére orthonormé (x,y,z).

4.3 Equation fondamentale de la
dynamique
Dans un pareil cas, I'équation de la dyna-

mique donne : % T o
—_—l + il —_i
ar r p or’
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4.4 Relation de comportement :
La relation de comportement est celle d'un
corps viscoélastique linéaire. Elle 8™ écrit

o, =keg,+k.g,+2.ue,+2.U e,

Cette loi écrite en fonction uniquement des
déplacements donne :
. __“[()h | il d ]}7\@
i Lar |7 "o lor]
Dans la mesure ol la réponse en tout point est
supposée harmonique, le déplacement s"écrira :

w(r,t) = W(r).e""

avec W et o respectivement I'amplitude com-
plexe et la pulsation.
Cette relation reportée dans la relation de
comportement donne :
oM, dW

M(() W LW ]+—-—+p s W' =0
a* o) o o

La relation contraintes - déplacements pour
un corps viscoélastique équivalent s'obtient en
remplagant le module complexe du cas linéaire
par le module complexe équivalent tel que dé-
fini par M,. Cette relation s’écrit :

T, =T, = M{(g’] i

Cette derniére introduite dans la relation de la
dynamique donne I'équation différentielle en
déplacement suivante :

(Fw 1w
\ % ror

oM, dW 3

M,. +—t—=—pw] W
I

/

. - il
On remarque la disparition du terme e

puisque le déplacement est supposé harmonique
en tout point, il ne constitue plus une inconnue.

4.5 Equation adimensionnelle :

En général, il est plus intéressant de résoudre,
quand il est possible, les problémes avec des va-
riables adimensionnelles. Pour cela, les nota-
tions suivantes :

w W .

. ' i3
W="tW= —< ¢ Fr=—
%

y A

1, est le rayon du puits d'excitation, il est pris
comme dimension de référence. W, et W, sont
respectivement la partie réelle et la partie imagi-
naire du déplacement complexe.

Ces notations permettent d’obtenir I"équation
différentielle en déplacement adimensionnel
suivante :

MV W o Law") , oM, o

4.6 Conditions aux limites

Pour résoudre ce probléme, des conditions
aux limites sont & définir. On prendra au puits,
une sollicitation harmonique dont I"amplitude
est connue ; et loin du puits ou du moins 2 une
certaine distance du puits assimilable a Iinfini,
un déplacement nul.

5. Algorithme de résolution

5.1 Mise en forme de I’équation

Pour résoudre I'équation différentielle du pro-
bleme, on décompose I'amplitude adimension-
nelle W* en partie réelle et partie imaginaire. On
pose donc les expressions suivantes :

W =W +iW'

1 oM,
C=C +iC =——*
M, or
D=D,+iD, =P
M,
et on définit les opérateurs suivants :
@ . 1.d
N=—7%+=—
dr rodr
d
(3 el
ar

L’équation différentielle du probléme s’écrit:

nw =y,
nw' =Y,
Y =-{C.QW -C.QW +D.W -D.W}
Y,=—{C.QW +C.QW +D,.W +D.W}
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Ce systéme est écrit en isolant au second
membre les termes non linéaires. La non linéa-
tité est due au fait que les coefficients C et D dé-
pendent de r par I'intermédiaire du module com-
plexe M,. Ce dernier dépend de 1'amplitude de

la distorsion ym, qui elle-méme dépend de r.

5.2 Discrétisations des dérivations

Les opérateurs définis précédemment contien-
nent des dérivations du premier et du second
ordre. Ces derniers sont approchés par des déri-
vations discrétes centrées. C’est & dire pour un
W* quelconque:

dw*™ .. W@ +AF) =W -Ar")
— (r)= g
dr 2.Ar

d*w* 'y= W' (r' +Ar")=2.W'(r')+ (" - Ar")

dr® (ar'y

Au puits ainsi qu'a la distance considérée
comme infinie, I'utilisation des dérivations cen-
trées n’est pas possible. Dans ce cas, on utilisera
au puits la dérivation a droite. C’est  dire :

aw’
dr'

o W(E+AH-W()
(r)= -
Ar

et au loin, la dérivation a gauche. C’est a dire :

ﬂ (r.)=W(r )—W.(r -Ar)
dr Ar

ceci uniquement pour la dérivée premiére.

5.3 Algorithme numérique

Le systéme contient deux équations différen-
tielles non linéaires couplées entre elles par le
second membre. L'algorithme de résolution
passe par les étapes suivantes :

- *
a- Estimationde W etW " a 1'aide des valeurs
fournies la solution'de 1’élaSticité linéaire.

b- Avec ces valeurs, on calcule les deux seconds
membres Y, et Y, et on résout le systéme ob-
tenu aprés discrétisation des deux opérateurs A
et Q pour obtenir de nouvelles valeurs de Wr et
we .

¢- On compare ces valeurs avec celles utilisées
au pas précédent. Si le test de convergence est
négatif, on reprend & partir de la deuxiéme étape
jusqu'a convergence. Si le test de convergence
est positif, on arréte le calcul.

Le module du déplacement ainsi que le dé-
phasage entre 1'excitation et la réponse sont
donnés respectivement par les relations sui-
vantes :

W] = W2 () + W

. w
ArgW (n)= Arerg{ﬁlr—.}
5.4 Applications
Données :

Les calculs ont été effectués en utilisant les
paramétres suivants :

* Caractéristiques des sols :
Terrain 1 : G=1,27.10" Pa., p=1,80 Kg /m’.
Terrain 2 : G4=3,60.10° Pa., p=1,92 Kg /m’.

* Fréquences:
f;=1 Hz.

f,=20 Hz.

Ces fréquences constituent en quelque sorte
les fréquences extrémes rencontrées en génie
parasismique.

« Conditions géométriques :
Le rayon du puits rq est pris égal & 0,1m.

La distance a partir de laquelle le déplacement
est supposé négligeable est prise égale & 10m.

L’amplitude du déplacement au puits est prise
égale 2 107"m.

Résultats :

Les résultats obtenus sont illustrés sur les fi-
gures données ci-aprés (Figure 3, 4, 5). Les pa-
ramétres illustrés sont respectivement 1'ampli-
tude du déplacement, 'amplitude des distor-
sions et la phase enfre I’excitation et la réponse.
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Figure 3 (a, b) :
Amplitude adimensionnelle
du déplacement en fonc-
tion du rayon adimenson-
nel pour deux fréquences
d’excitation.
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6. Conclusion
Les résultats obtenus montrent les faits
suivants:

® Le terrain | est plus sensible 4 la fréquence
de la sollicitation que le terrain 2. Ceci se tra-
duit par des courbes qui sont moins éloignées
pour le premier terrain que pour le second, qu’il
s’agisse des courbes représentant le déplace-
ment ou les phases. Les courbes représentant
I"amplitude des distorsions sont confondues et
pratiquement identiques pour les deux terrains
et les deux fréquences. L'amplitude des distor-
sions obtenue reste limitée dans le domaine

concerné par la validité pratique du mo-
déle équivalent linéaire.

. L’amplitude des distorsions décroit trés rapi-

dement en s'éloignant du puits d’excitation.
Cette amplitude devient pratiquement nulle au-
dela de quatre meétres. Ceci s’explique par le
cumul de 1'amortissement interne du sol dil au
comportement hystérétique de ces derniers et de
I'amortissement géométrique di a la configura-
tion radiale de propagation.

® Le déphasage reste limité a des valeurs infé-
ricures a 10 degrés. Ce déphasage se stabi-
lise approximativement a partir de un métre B

Figure 4 (a, b) : Déphasage
entre 'excitation et la ré-
ponse en fonction du rayon
adimensionnel pour deux fré-
quences.

Figure 5 (a, b) : Amplitude
adimensionnel des distorsions
en fonction du rayon adimen-
sionnel pour deux fréquences
d’excitation.
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