MODELISATION DES MILIEUX POREUX SATURES
PAR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

1. INTRODUCTION

L'étude du mouvement d'eau dans les massifs poreux est un
probléme important pour les géotechniciens. En effet, ce
mouvement peut modifier au cours du temps la distribution des
contraintes exercées sur les massifs de sol. La détermination de la
pression interstitielle dans les massifs et de son évolution au cours
du temps est donc une donnée dont il faut tenir compte pour le
dimensionnement des ouvrages.

Une modélisation simple peut étre réalisée en supposani que la
déformation du squelette solide du milieu poreux n'agit pas sur
I'écoulement. 1l suffit, alors, de résoudre les équations de
I'écoulement. La pression interstitielle est calculée en tout point et,
par la suite, considérée comme une contrainte initiale isotrope et
introduite dans I'étude d'un probléeme mécanique pur. Cet
enchainement de calculs simule I'effet mécanique de I'écoulement
hydraulique dans le massif de sol. Cette maniére de procéder n'est
en principe acceptable qu'au bout d'un temps trés grand ; en effet, il
existe une phase transitoire pendant laquelle il y a interaction entre
la déformation du squelette solide et le mouvement de la masse
d'eau, c'est le phénomeéne de consolidation [1].

Les équations régissant la consolidation des sols résultent des
formules classiques de la mécanique des milieux continus
appliquées au sol en le considérant comme un milieu poreux
biphasique. Moyennant des simplifications sur la nature physique
du milieu étudié, la géométrie du probleme envisagé et des
hypothéses sur la rhéologie des constituants, ces équations
conduisent a un systeme d'équations aux dérivées partielles. Ainsi,
la modélisation de la consolidation des sols repose sur la théorie de
Biot (1941) comme généralisation de la théorie
pseudotridimensionnelle de Rendulic (1936), elle méme
généralisant la théorie unidimensionnelle de Terzagni (1923).
Cette théorie, limitée au comportement élastique linéaire, a été
étendue, plus tard, par Biot (1962) a I'étude dynamique.

Plusieurs méthodes numériques peuvent étre appliquées, mais
la méthode des éléments finis est la plus utilisée dans la résolution
des problémes de dynamique des sols. Cette méthode permet,
également, de modéliser l'interaction entre les phénoménes
mécaniques et les phénomenes de diffusion du fluide.

L'objet de cette partie est de formuler et résoudre les équations

d'un probleme dynamique dans I'hypothese d'un comportement
poroélastique linéaire isotrope par la méthode des éléments finis.

2. COMPORTEMENT POROELASTIQUE
LINEAIRE ISOTROPE

Le comportement poroélastique est tel que lors d'une évolution
du milieu poreux saturé, les composantes du tenseur des
déformations et I'apport de masse fluide m suffisent a caractériser
le nouvel état du systeme par rapport a son état d'équilibre initial.
Dans le cas des matériaux isotrope, et si le milieu se trouve,
initialement, dans un état naturel, la loi de comportement (du
squelette solide) poroélastique linéaire isotrope (dans lequel le
fluide interstitiel est supposé comme un fluide parfait) est donnée
par les équations suivantes [2]:

o=A"-tre.- 1+2-u" -8-b-p-1 )

et

p=—b-M -tre+ M-

m
2 @)
p

dans lesquelles o est le tenseur des contraintes, p est la pression
interstitielle, I est la matrice unitaire, " est la masse volumique du
fluide, m est l'apport de masse fluide, 1 et x4 sont les constantes
drainées de Lamé, et enfin b et M sont, respectivement, le
coefficient et le module de Biot et ils sont déterminés
expérimentalement.

En déformations planes, convenables au traitement des
problémes de dynamique des sols [3], les formules précédentes se
réduisent aux équations ci-apres [4] :
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A2 2 0
D(/ - K‘I 7\'(/ + 2 " ﬂd O (8)
0 0 u’

D étant la matrice de rigidité de I'élasticité drainée.

3. FORMULATION DES EQUATIONS DE
MOUVEMENT

D'aprés le principe des travaux virtuels, le travail virtuel total
W' d'un systéme matériel Q soumis a un déplacement virtuel i’est
nul, soit :
W' = jﬁ" dF =0 ©)

Nous supposerons, par la suite, que le champ des déplacements
virtuels est le méme appliqué pour les particules squelette et fluide,
contenus, au méme instant, dans le volume élémentaire dS2, en le
suivant dans le mouvement du squelette. Nous présentons ci-aprés
les équations du mouvement d'un milieu poreux saturé, considéré
dans son ensemble et suivi dans le mouvement du squelette.

3.1. EQUATIONS DU MOUVEMENT DU
MILIEU POREUX SATURE

En appliquant la méthode des éléments finis, le travail virtuel
total W seraégala:

w* Z iy F (10)

tel que n est le nombre d'¢lément finis utilis¢ dans la discrétisation
deQet erw W”, o et W,,,,(,) et sont les travaux virtucls élém-
entaires correspondants, respectivement, aux forces internes,
externes et d'inerties dans chaque élément Q.. Ils sont évalués a

l'aide des expressions suivantes [5] :

+W,

L\’l(l inr (i)

i/ =N;-L,-U” (17)
=N;-L,-U (18)
par conséquent, nous écrivons :
€ =B L, U (19)
et
i -/ )=H: L, -0") 20)
avece
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Oox,
B‘=| 0 o N @n
ox,
o o
| Ox, Ox
et
H=A4"B] 22)

En substituant les équations (10) a (22) dans I'équation (9), les
équations du mouvement d'un milieu poreux saturé, pris dans son
ensemble et suivi dans le mouvement du squelette, s'écrient :

@d LK K ) U + K. 07
. - _ (23)
+M* U +M”" .U/ =F
Dans ces équations, K “est la matrice de rigidité globale drainée de la
masse solide contenue  dds :

n

K'=>IL,

i=1

[B:" D! B -av | -L @4)

1

I/Vu:l(l) :"«Ié‘:r .61 .dv (ll) .
Q K et K sont les matrices globales de rigidité d'interaction
W, o= J'ﬁl*'l’ . [p,“' -, + p’ﬁ '(1—4), )]i, cdv+ J‘ﬁ;T Tds (12) mutuelle entre le fluide et la matrice solide, telle que :
Q, o,
n "
. Lo sy o Cl & el ¢
W,,,,.(,)Z—J' o (l ¢)u -dv— I ,.l p/ -, -u -dv (13) K =Z L, [ IE: 'M:'biz'ﬂi 'dvj'l_-‘i (25)
Q, i=l r
ou p' est la masse volumique du squelette. Dans le cadre de
I'hypothése des petits mouvements [2], il est possible d'exprimer la 2 2 oF 2
loi de comportement en fonction des champs des déplacements K" = Z jﬂ, M, -b,-¢,-H; -adv |-L, (26)
i'etii”  Onaainsi: i=1 Q
=4 d} e o 2 7T o .
6, =D, -, +4-M,-b/-4" ¢, 14)| M " est la matrice globale de masse de la matrice solide :
3 (14)| M
+A-M,-b,-,-divG —ai’) 1o
; M’ = IN -p;-(~¢,)N;-av | 'L, | @7
p,==b,-M, A" &, -M,-¢,-dG@" —ii; ) (15) , ’ il
L'approximation nodale permet d'exprimer les champs " et | M’ est la matrice globale de masse du fluide interstitiel :
ii "en fonction des matrices d'interpolations N¢, des matrices de | —
localisation des nceuds de . dans Q Let les vecteurs des déplace- . i
ments de tous les nceuds de Q, U*, U” et U"[6]: M’ = Z L' J‘NL" n b N¢-dv|-L 28)
AL =i =iy i =i =i -
=N;-L,-U" (16) a
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et F est le vecteur global des sollicitations extérieures relatif a la
matiére contenue dans Q :

T -, eI =
by Fodve [N T

aQ,

F=YL | N e9)

L'équation (23) possédant deux champs inconnus U” et U/ ne
peut, ainsi, étre résolues directement. De ce fait, des équations
complémentaires sont nécessaires. Ce sont les équations du
mouvement relatif au fluide, suivi dans son mouvement propre, qui
devront dépasser cet inconvénient. L'application du principe des
travaux virtuels aux particules fluides implique I'existante d'un
travail supplémentaire 17, « di aux forces d'interactions. Son
incorporation dans I'équation (10) permet d'écrire I'équation du
mouvement du fluide [7, 4].

3.2.HYPOTHESES SIMPLIFICATRICES

L'assemblage de I'équation (23) et I'équation du mouvement du
fluide, conduit a un systéme d'équations a deux inconnues, U'etU”

Pour déterminer ces deux inconnues, il faut résoudre le systeme
d'équations simultanément, ce qui n'est pas ais¢. Toutefois, il est
possible, sous certaines conditions, de simplifier le probléme
comme ci-dessous.

3.2.1.COMPORTEMENT NON DRAINE

Ce comportement signifie que le fluide ne peut s'écouler a
travers le squelette solide, c'est-a-dire que le mouvement relatif du
fluide par rapport au squelette estempéché [8] :

U =0/ 0\ =€]ﬂ Ij‘ :["jﬁ

Cette hypothése est raisonnable pour les chargements rapides,
| tels que les séismes, ou I'eau n'a pas le temps de s'écouler a travers
le milieu. Son avantage est d'éviter de résoudre les équations du
mouvement du fluide interstitiel. Ainsi, I'équation (23) suffit pour
résoudre le probléme. Nous avons alors :

(30)

[/ +kJor+ M +m” ]G = @1
Si on pose

K" =K‘+K" (32)
M=M +M" (33)

le systeme d’équations précédent s’écrit sous la forme simplifiée :

K" U +M.U" =F (4)

C'est un systeme d'équilibre dynamique, réduit, dans Ieguel I'effet
dufl'lmde est introduit implicitement par les matrices K"etM, ou
K™ est la matrice globale de rigidité non drainée.

3.2.2.COMPORTEMENT TOTALEMENT DRAINE

et

grad p=0 36)
Par conséquent, I'équation (15) implique :

b-M -A" € =M, ¢, - dvaA i) (37)

En multipliant I'équation (37) par H_f’ ,puis par(M, - b, ) et(M, -9,),
respectivement, et en intégrant sur tout le domaine €2, et tenant
compte de I'équation du mouvement du fluide, nous obtenons le
systeme::

d s T
K?.U*=F (38)

C'est un systeme représentant un équilibre statique, avec une
seule inconnue U semblable a celui obtenu dans le cas d'un milieu
continu monophasique.

3.2.3. CONSOLIDATION

Ce phénomene est un écoulement particulier suscité par des
gradients hydrauliques créés par des charges imposées des I'instant
de leur application. Ce phénomene est tres lent de sorte que toutes
les forces d'inertie peuvent étre négligées. Il vient, ainsi, d'écrire :

G =57 =

Le systéme a résoudre se réduit, donc, & un systéme matriciel du
premier ordre [9, 4]

4. CAS D'EXCITATIONS SISMIQUES

Les équations du mouvement formulées précédemment sont
obtenues dans le cas général. Dans la majorité des problémes
d'analyses sismiques, le sol n'est pas directement exposé a des
chargements extérieurs mais a des accélérations décrivant le
mouvement de sa base. Si les déplacements sont mesurés dans
un repére absolu, le repére auquel sont rapportées les déformations
est le repére relatif. C'est un repere animé par rapport au repére
absolu d'un mouvement défini par le mouvement de la base [10].
Rappelons que le probléme d'excitations sismiques n'est réalisé
que dans le cas ou le milieu est non drainé, dans lequel les
particules fluides présentent les mémes déplacements que les
particules squelettes.

(39)

Si u (t) est le champ des déplacements absolus de la base, le
champ des déplacements absolus U*(¢), des particules squelettes,
peut étre relié au champ relatif V(¢) parlarelation:

U=V +A-i, (40)

A étant une matrice d’ordre (ndl x 2 ) telle que :

1 pour les degrés de liberté correspondant a une

translation deméme direction que celle de la base

0 pour les autres degrés de liberté

Dans le cas général ou le mouvement de la base se produit dans
les deux sens du repére absolu, lamatrice A s'écrit

Ce comportement correspond au cas extréme d'une 1 01 0 1 0
perméabilité infinie du sol [7]. Nous pouvons écrire alors : (A> = - 77" (42)
@ % 5 5 B - o1 0 1 .. 0 1
=0'=0"=0"=0 (35)
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En reportant I'équation (40) dans I'équation (34), I'équation du
mouvements'écrit:
IS’“I'V‘*‘M'{/:_M’é'ﬁg 43)
Ces formulations, en terme de champ des déplacements

relatifs, sont largement utilisées dans les problémes d'analyse
sismique [3] et seront utilisées dans les applications qui suivront.

5. CONDITIONSAUX LIMITES

Apres avoir formulé les équations de mouvement, le probleme se
réduit a la détermination du vecteur Vv qui vérifie I'équation (43) et
satisfait les conditions aux limites. Sous forme discrétisée, ces
conditions s'écrivent :

(44-a)

7 =P SuEQ,
v, =V, (44-b)
Ainsi, I'équation (43) doit étre résolue aprés modification de la
matrice K™ pour tenir compte des conditions aux limites. Ces
conditions peuvent étre introduites de plusieurs manicres, dont la
plus simple est la méthode du terme diagonale dominant [11].
Cette méthode est trés simple a mettre en ceuvre a condition que les
composantes deV restent petites.

6. RESOLUION DES EQUATIONS DE
MOUVEMENT

La résolution des équations de mouvement peut étre faite par
intégration directe dans le domaine temporel. Les méthodes
d'intégration directes consistent & construire numériquement, a
partir de U:, une suite de valeurs de la solution aux instants
successifs, t, +7. ¢, + 21, .... t, + n-1. Ces méthodes utilisent
des approximattions des dérivées Utet U*.

La méthode de Newmark [11] est une méthode implicite qui
permet de construire la solution a l'instant ¢ + T a partir des
vecteurs U*, Utet Uconnus a l'instant ¢. Elle utilise les développe-
ments limités suivants :

2

TS +1)= 05 () +7 - 050+ S

[(l—b)-l.js(t)+b‘l.js(t+t)] (45)

fJ*‘(rH):fJS(r)H-[(1—a)-f3$(t)+a-65(1+t)] (46)

ou g et b sont des constantes. Cette méthode est incondition-
nellement stable sig > 5‘

2
et bZl-(a+l) ;
2 2

Si l'amortissement dans le sol est pris en compte, I'équation

At ? nd

§=M_+At-a-§+7~b-§ 49)

et

R +1)= ;-b-i‘:(t +T)+M-[Os(t)+'[ fj‘(t)«»%(l—b) US(,)}
e (e B0 o) PO 6-0) oo

. Aprés résolution de I'équation (48), nous calculons
ﬁs(t+t)et Gs(t+‘r) et enutilisant les équations (45) et (46).

7.APPLICATION

L'objectif de cette application est de comparer la réponse du
profil de sol en le représentant comme un modé¢le biphasique et
celle donnée par le modéle monophasique analogue. Pour cela, le
profil de sol considéré est constitué d'une seule couche de 5 m
d'épaisseur surmontant un substratum rocheux et soumis au séisme
de Passadena, dont la valeur maximale de I'accélération est égale a
0.06g (Fig. 1). Le profil de sol est représenté par un maillage
composé de 70 éléments identiques a dimensions (3 m X 1 m). Les
nceuds 4 la base et aux frontiéres latérales sont supposés fixes dans
les deux directions. La réponse est évaluée au point 4 (Fig. 2). Les
caractéristiques mécaniques du profil de sol sont illustrées dans le
tableau 1.
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Fig-1 Accélérogramme du séisme de Passadena (1952).

X2

X1

Fig-2 Maillage du profil de sol.

(34) se met sous la forme : Caractéristiques Milieu phasiq Milieu biphasique
. 5% Epai h (m) 5 5
nd  Y7s 178 715 — F Module de Young E (MN/m’) 0,5 0,5
K U+ (_: U+ M— U* =F (47) Coefficient de Poisson v 0,25 0,25
ou C est la matrice globale d'amortissement visqueux dans le :'1:2512‘::'5':":“1‘:“‘ . p* (kg/m®) = 2250
sol. . . . i Masse volumique du n (kg/m’) _ 1000
L'expression (47), écrite a l'instant ++A¢, devient : fluide P
Masse volumique totale p (kg/m*) 2000 -
TTS — Porosité ¢ (%) = 20
S U (t +1 ) R(t +7 ) (48) Module de compressibilité K" (MN/m?) 2100
5 du fluide -
ou Tableau-1 Caractéristiques mécaniques du profil de sol.
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Nous présentons sur la figure 3-b la réponse de la couche de sol
au point 4 (Fig. 2), en terme d'accélération horizontale en fonction
du temps, a I'excitation sismique générée a sa base sous forme
d'accélérogramme. Le programme élaboré est validé avec le
programme SAP90 (Fig. 3-a).

CRESPO
SAP 90

Accélération (x g)

030 |

-0.60

0.00 200 4.00 8.00 10.00

600
Temps (s)

3-a)- Validation du modele monophasique (cas ¢lastique) avec le
programme SAP90).

Modéle monophasiquel
———  Modéle biphasique

Accélération (x )

0.00 200 4.00

6.00
Temps (s)

3-b)- Comparaison entre modeles monophasique et biphasique.
Fig-3 Accélérations horizontales a la surface du profil de sol (point A).

Nous constatons que les courbes des accélérations a la surface
du profil de sol, pour un modele monophasique, a partir d'un
modele bidimensionnel discret, sont confondues avec celles
données par le programme SAP90.

La nette différence entre solution monophasique et solution
biphasique sur la figure (3), montre la nécessité de modéliser les
différentes phases existantes dans un élément de sol si une analyse
détaillée est désirée.

8. CONCLUSION

Encore une fois, la méthode des éléments finis s'est avérée
comme un outil puissant pour I'analyse des milieux biphasiques.
Cette méthode nous a permis de surmonter toutes les contraintes
géométriques et mécaniques que peut présenter le milieu étudié.
Nous avons pu montré comment l'introduction consciente de
plusieurs approximations permet de simplifier la forme et la
dimension des systéemes d'équations a résoudre.

En effet, en comportement non drainé, le fluide ne s'écoule pas
a travers l'espace poreux et son mouvement est le méme que celui
du squelette. Cette hypothése, raisonnable pour les chargements
rapides tels que les séismes, permet de résoudre le probleme
comme un milieu monophasique sous réserve de tenir compte de la

rigidité d'interaction mutuelle entre le fluide interstitiel et le
matrice solide.

Dans le cas ot le comportement est totalement drainé, le fluide
n'influe pas sur le comportement total du milieu poreux et seul le
squelette éprouve une résistance. Certainement, ce type de
comportement ne se produit jamais avec les effets dynamiques.
Cependant, I'approximation du probléme de consolidation fournit
une formulation peu profitable. Cette derniére en termes des
variables 7 ‘et 7 /' présente quatre inconnues par nceud et il parail
préférable de retenir 7 *et p (trois inconnues par nceuds) comme
variables de bases pour une réduction supplémentaire du
probleme.
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