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Résumé

Le présent travail de recherche résume une méthodologie générale pour obtenir, sur la
base d'une méthode d'optimisation, les dimensionnements optimaux de moindres
colts des poutres rectangulaires en béton armé a haute performance. La fonction
objective a minimiser représente les colts des matériaux, I'ensemble des contraintes
consiste aussi bien en des contraintes de comportement (définies ici conformément au
Eurocode 2 incluant celles liees aux comportements plastique du béton et de I'acier)
gu'en que des contraintes relatives aux regles pratiques courantes de pré-
dimensionnement et de bonne exécution.

MOTS-CLES

Optimisation, Conception de moindre cout, fonction objectif, contrainte, Béton a
haute performance, poutre, état limite ultime, Eurocode 2.

Abstract:

this research work resume a general methodology to obtain, on the basis of
method of optimization , to find the optimum dimensions for a law costs design of an
rectangular reinforced concrete columns (case of the piers of bridges). The objective
function to minimize represents the costs of the materials. The whole of the
constraints consists as well of design constraints (defined, here, in accordance with
the BAEL under the bend of those related to the plastic behaviors of the concrete and
steel) as in that constraints relating to the rules of good practices design and good
execution.

KEYWORDS

Optimization, minimum cost design, objective function, constraint, high performance
concrete, beam, ultimate limit state, Eurocode 2.
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Introduction générale

Introduction générale

Les régles techniques de conception et de calcul des ouvrages et constructions en
béton armé suivant la méthode des états limites -Eurocode 2- ont pour objet de
specifier les principes et les méthodes les plus actuels devant présider et servir a la

conception et aux calculs de vérification des structures et ouvrages en béton armé.

Les bétons font partic des matériaux les plus utilisés dans 1’industrie de la
construction. Ces matériaux composites sont constitués de granulats lesquels sont liés
par une pate de ciment hydraté. Le processus d’hydratation se déroule d’une manicre
trés complexe. Encore aujourd’hui, les mécanismes de 1’hydratation du ciment ne sont
pas compleétement compris. La quantité d’eau exigée par les réactions d’hydratation
représente environ 30 % de la masse du ciment, des recherches était faite pour

diminuer cette quantité d’eau pour obtenir une grand résistant du béton.

Le dimensionnement des structures en béton armé est l'une des préoccupations
majeures de l'ingénieur en génie civil. L'objectif de I'ingénierie moderne consiste a
réduire les codts et a satisfaire les performances avec une utilisation efficace des

ressources disponibles.

La formulation de l'optimisation vise a minimiser la fonction objective (le poids, la
section ou codt de construction) sous les contraintes de performance, de résistance et
de faisabilité physique et géométrique (D'autres formulations peuvent étre utilisées
comme l'optimisation multicritere ou il s'agit de minimiser ou de maximiser les

fonctions de co(ts et de performance simultanément).

D'une fagon générale, I'optimisation des structures est formulée mathématiquement
par un probléme de minimisation d'une fonction appelée «fonction objectif» sous des
fonctions de contrainte appelées « limitations ». Ce probléme est souvent résolu avec

les algorithmes itératifs de la programmation.

Objectifs visés

Le présent travail de recherche vise le développement d'une méthodologie générale
des dimensionnements optimal des moindres codts des poutres rectangulaires

simplement armeée soumises a des charges ultimes en béton a haute performance. De
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maniére genérale, la fonction objective a minimiser devra comprendre les colts du

béton, de I'acier et du coffrage.

Les contraintes consisteront en des contraintes de conception aux Etats Limites
Ultimes (ELU) définies conformément a un code récent de conception et de calcul des
structures en béton armé largement adopté par la communauté internationale. Le
modele mathématique de moindre colt devra également inclure les contraintes liées

aux regles pratiques courantes de pré-dimensionnement et de bonne exécution.

ENSTP 2015 Page 2
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Smeaton (1756), Vicat (1818), Apsdin (1825) furent parmi les inventeurs des bétons
modernes. Monier et Lambot (1848), Coignet (1852), Hennebique (1880) realiserent,

avec ce matériau les premiéres constructions en béton armé.

Puis durant un siécle, le béton restera un mélange de granulats, de ciment et d’eau. Ce
dernier constituant jouait deux réles essentiels : assurer I’hydratation du ciment et
participer activement a 1’ouvrabilit¢ du béton frais en lui donnant une rhéologie

satisfaisant.

Cette derniere décennie les études ont été axées sur la recherche de méthodes
permettant de renforcer cette résistance. Des progrés considérables ont été enregistrés
dans ce domaine au cours de ces derniéres décennies. Aux Etats-Unis, durant les
années 1950, une résistance a la compression de 35 MPa était considérée comme une
résistance ¢levée. Dans les années 1980, la limite a été portée a 70 MPa, alors qu’en
1990, la notion de béton a haute résistance était réservée a un béton d’une résistance a
la compression comprise entre 80 et 100 MPa. Cette évolution n’est pas terminée.
Des résistances a la compression supérieures a 120 MPa ont été réalisées lors de
constructions récentes. La notion de « haute résistance » est dés lors trés relative et, de

toute évidence, évolutive. [1]

Dans le béton a haute performance, en particulier 1l a beaucoup de recherche dans ce
domaine parmi ceux-ci, par exemple Les bétons hautes performances,
Caractéristiques, durabilités, applications, presse pont et chaussée Presses de I'école
nationale des ponts et chaussées, 1992. Béton haute performance, Pierre-Claude
Aitcen 2001. Dr, ir, G, De Schulter ir, arch. J, Apers Le béton a haute performance,
J, P, Jacobs 2007. Et beaucoup des theses magistére et doctorat parmi eux : Hamrat
Mustafa, Béton a haute performance formulation, propriétés rhéologiques et
mécanique, These magistére, Université de Chlef, 1994. Robert Le Roy,
Déformations instantanées et différées des bétons a hautes performances, Thése
doctorat, 19 septembre 1995 et M, BOUCHABOUB Comportement de poteaux
élancés en béton armé soumis a un chargement excentré, These de doctorat, 10 Avril
2013.
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En ce qui concerne I’optimisation Les premiers problémes d'optimisation auraient été
formulés par Euclide, au lllI®siécle avant notre ére, dans son ouvrage
historique Eléments. Trois cent ans plus tard, Héron
d'Alexandrie dans Catoptrica énonce le principe du plus court chemin dans le contexte

de l'optique. (Voir figure ci-dessus)

Figure dessin de plus court chemin

Le plus court chemin pour aller de A a C en passant par un point B de la droite est
obtenu lorsque I'angle d'incidence est égal a I'angle réfléchi (sur la figure, il s'agit du

chemin vert).

Au XVII° siécle, l'apparition du calcul différentiel entraine I'invention de techniques
d'optimisation, ou du moins en fait ressentir la nécessité. Newton met au point
une méthode itérative permettant de trouver les extrémums locaux d'une fonction en
faisant intervenir la notion de dérivée, issue de ses travaux avec Leibniz. Cette
nouvelle notion permet de grandes avancées dans I'optimisation de fonctions car le

probléme est ramené a la recherche des racines de la dérivée.

Durant le XVIII®siécle, les travaux des mathématiciens Euler et Lagrange ménent
au calcul des variations, une branche de I'analyse fonctionnelle regroupant plusieurs
méthodes d'optimisation. Ce dernier invente une technique d'optimisation sous

contraintes : les multiplicateurs de Lagrange.

Le XIX®siécle est marqué par lintérét croissant des économistes pour les

mathématiques. Ceux-ci mettent en place des modeles économiques qu'il convient
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d'optimiser, ce qui accélere le développement des mathématiques. Depuis cette
période, l'optimisation est devenue un pilier des mathématiques appliquées et le

foisonnement des techniques est tel qu'il ne saurait étre résume en quelques lignes.

On peut tout de méme évoquer l'invention de plusieurs méthodes itératives utilisant
le gradient de la fonction, ainsi que [l'utilisation du terme programmation

mathématique, pour désigner des problemes d'optimisation.

Historiquement, le premier terme introduit fut celui de programmation linéaire,
inventé par George Dantzig vers 1947. Le terme programmation dans ce contexte ne
réfere pas a la programmation informatique (bien que les ordinateurs soient largement
utilisés de nos jours pour résoudre des programmes mathématiques). Il vient de
I’'usage du mot programme par les forces armées américaines pour établir des horaires
de formation et des choix logistiques, que Dantzig étudiait a 1’époque. L’emploi du
terme programmation avait également un intérét pour débloquer des crédits en une
époque ou laplanification devenait une  prioritt des  gouvernements.
L'expression programmation mathématique, qui requiert la longue explication ci-
dessus, tend a étre abandonnée. Par exemple, en juin 2010, la société savante
internationale qui représente cette discipline a vu son nom précédent « Mathematical
Programming Society » changé en « Mathematical Optimization Society » ; pour la
méme raison, on préfere aujourd’hui utiliser les locutions optimisation

linéaire/quadratique/... au lieu de programmation linéaire/quadratique/....

Dans cet aspect, parmi les livres qui traites 1’optimisation dans sa nouvelle forme
c’est : Cost optimization of structure de Hajjat Adeli et Kamal C. Sarma, 2006 et des
grand nombre des theses doctorant aux domaines de génie civil comme F,
Fedghouche. Optimisation des €léments de structures en béton arme aux états limites.
Thése magistére. 20 juin 2001. F, Fedghouche. Modele de calcule de moindre cout
des poutres en T en BA par optimisation non linéaire. Thése doctorat. ENP Alger,
2013. F, Fedghouche and Tiliouine B. Minimum cost design of reinforced concrete
rectangular sections in bending under ultimate loads, the 5nd International Conference
on Advances in Mechanics.ICAMEM2010, December18-20, Hmmamet, Tunisia,
2010. F, Fedghouche and Tiliouine, B. Minimum cost design of reinforced concrete T
-beams at ultimateloads using Eurocode2. Eng.Struct.. 42, 43- 50, 2012. Tiliouine, B.
and Fedghouche, F. Economic design of reinforced HSC T -sections in flexure.
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International journal of modeling and optimization.vol3. N°2, April 2013. F,
Yennoune. Dimensionnement des murs de souténement par optimisation multicritére.
These magistere, 14 juin 1998. M,Moussaoui . L’analyse inverse des problémes
géotechniques applications des méthodes d’optimisations stochastiques. These
doctorat. Université de Skikda, 2013.

Et dans autres domaine d’ingénierie : Z, Moula. Contribution a 1’optimisation des
réseaux d’alimentation en eau. Thése Magistére. Université des sciences et
technologie Houari Boumediene,2012. Oumesaad Hajji. Contribution au
développement de méthodes d'optimisation stochastiques. Application a la conception
des dispositifs électrotechniques. These doctorat. Université de Lille, 2003. O,
Zerdeni. L’optimisation non linéaire multiobjectif. These de doctorat. Universite

Mouloud Mammri, Tizi-ouzou, 2013.
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CHAPITRE |

1.1 Introduction

Les bétons a hautes performances (BHP) sont des bétons qui développent des
résistances mecaniques élevées (entre 45 et 80 MPa) du fait de la diminution de la
porosité rendue possible grace a 1’ajout de super plastifiants qui diminuent la teneur
en eau nécessaire et des propriétés exceptionnelles a 1’état frais (notamment en termes

de viscosité).

De plus, le spectre du mélange granulaire utilisé est élargi par 1’ajout d’éléments

ultrafins qui conférent a I’ensemble une haute compacité.

De ce fait, ces bétons présentent une durabilité accrue grace a une perméabilité réduite

aux agents agressifs chimiques extérieurs.

1.2 Définition des BHP

Les bétons a hautes performances « BHP » se caractérisent par :
+ Une résistance a la compression a 28 jours supérieure a 45 MPa sur cylindre.
+ Un rapport E/C inférieur a 0.4.

Ils présentent une micro-texture trés dense et une faible porosité et sont donc tres

résistants a la pénétration d’agents agressifs. [2]

1.3 Propriétés
1.3.1 Effets de la température sur le béton en cours de durcissement

En raison de la teneur élevée en ciment et de ’utilisation de ciment fin, la production
de chaleur, inhérente au processus de 1’hydratation, s’intensifie dans le béton a hautes
performances par rapport au béton ordinaire. Des contraintes thermiques relativement
élevées. Méme si le béton a haute performance absorbe mieux les contraintes de
traction, le risque de fissuration est cependant nettement supérieur. Lors de la
conception et de I’exécution, il convient donc d’accorder a ce phénoméne une

attention suffisante. [3]
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1.3.2 Comportement en compression

Lorsqu’un béton doté d’une résistance normale est comprimé, les fissures d’adhérence
entre la matrice de mortier et le granulat se propageront autour des granulats. A un
niveau proche de la résistance a la compression, ces fissures d’adhérence se
propageront a toute la matrice de mortier, entrainant 1’apparition de fissures dans le
mortier. En définitive, le béton cédera sous ’effet de tout un réseau de fissures
ininterrompues dans le mortier, alors que les granulats ne subiront aucun dommage
(Figure 1.2). Le béton a hautes performances se caractérise par une meilleure
adhérence entre les granulats et la matrice de ciment. En outre, la résistance de la
matrice sera pratiquement égale a la résistance des granulats. Dés lors, 1’apparition et
le développement de fissures d’adhérence ou de microfissures seront retardés. A
I’approche de la rupture, les fissures se seront désormais généralement propagées au

travers des granulats (Figure 1.3).

Sur le diagramme contrainte-déformation (Figure 1.4), ce phénoméne s’exprime par
un comportement légérement plus linéaire par rapport au béton de résistance
conventionnelle. De méme, le béton a hautes performances présente un retrait plus
marqué aprés 1’obtention de la résistance a la compression, c’est-a-dire apres la
rupture du béton, et la portance tendra tres rapidement vers la valeur zéro. Le BHP
présente en d’autres termes un comportement de rupture fragile plus marqué que le

béton de résistance conventionnelle.

Figure 1.2 : Béton ordinaire. [4]
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Figure 1.3 : Béton a haute performance. [4]

contrainte (N/mm?)

A
100
80 NS : résistance normale (35 N'mm?)
HS MS : résistance moyenne (50 N/mm?)
60 - HS : haute résistance (95 Nimm?)
Ms
40 NS
20+
0 | | | | | I | I :

8 déformation (%)
Figure 1.4 Diagramme contrainte-déformation

o[MPa]
100 C90

0 0.5 1.0 1.5 2 2.5 3 3.5 4.0
€ (%)

Figure 1.5 Diagramme contrainte-déformation des différentes classes de résistance du béton
1.3.3 Comportement en traction

Généralement, la résistance a la traction du béton est liée a la résistance a la

compression.
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1.3.4 Rigidité

Le module d’¢lasticité du béton est essentiellement déterminé par les propriétés des
granulats et de la matrice de mortier. Au fur et a mesure que la matrice se consolide et
se rigidifie, le béton présentera également une rigidité accrue. Le module d’¢élasticité
du béton a hautes performances est des lors toujours lié a la résistance a la

compression.
1.3.5 Le fluage

Le fluage du béton & hautes performances — c¢’est-a-dire la déformation croissante
sous I’effet d’une contrainte constante — est fréquemment inférieur au fluage observé
pour un béton de résistance conventionnelle. L’age du béton au moment de la
sollicitation est également extrémement important pour le BHP. Lorsque la charge est
exercee sur un béton jeune, la déformation par fluage sera plus importante que dans le

cas d’un béton plus agé. Il en va de méme en ce qui concerne le béton conventionnel.
1.3.6 Durabilité

Etant donné la structure plus dense des pores du béton de hautes performances, ce
matériau affiche un meilleur comportement face aux mécanismes d’agression. La
plupart des processus de dégradation sont en effet causés par I’entrée de substances
agressives, telles que des chlorures, du dioxyde de carbone, des acides,... Si la
pénétration de ces substances dans le béton est entravée, comme dans le cas du BHP,
les processus de dégradation y afférent ne pourront bien évidemment se produire que
bien plus tard. Quoi qu’il en soit, il convient toujours de veiller a la pureté des
¢léments constitutifs du béton, afin d’éviter toute agression par des mécanismes

internes (présence de sulfates, d’alcalis, de granulats réactifs, ...). [5]
1.3.7 Résistance au feu

Méme si la durabilité du BHP est en regle générale nettement supérieure a celle du
béton conventionnel, la résistance au feu est cependant un élément sur lequel il
convient d’attirer 1’attention. En raison de la structure des pores, la pression de
vapeur, qui apparait a ’intérieur du béton a des températures excédant 100°C, peut

difficilement étre réduite. La vapeur ne peut en effet pas étre rapidement évacuée a
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I’extérieur, en raison de la structure trés dense du matériau. Par rapport au béton
conventionnel, la résistance du béton a haute résistance diminuera des lors plus
rapidement si la température est supérieure a 100°C. La figure ci-dessous illustre la
diminution de la résistance a la compression des bétons a hautes résistance en

fonction de I’augmentation de la température.

1 —
*T\ h
0,8 & C55/67 et C60/75

07 —m— C70/85 et C80/95

0,6 \\ \ —a— C90/105

0,5

o4 ENEIER N

0,3 \

0,2

0,1
0

réduction de la résistance

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200

température (°C)

Figure 1.4 : diminution de la résistance a la compression des BHP selon I’EC2 Feu [4]

1.4 Avantage des BHP

La formulation et la fabrication de bétons dont la résistance en compression a 28 jours
atteint plus de 50 Mpa voire 80 Mpa est aujourd'hui de pratique courante et n’est plus
du domaine expérimental. De nombreux ouvrages ont été exécutés en BHP ces der-
nicres années. Cette “vulgarisation” des BHP est rendue possible par la disponibilité
du produit au sein du réseau des centrales. Ces BHP sont en général formulés avec des
granulats locaux. Les centrales a béton sont équipées des automatismes, des processus
de fabrication, des procédés de dosages et des procédures de contrdle rigoureuses as-
surant la reproductibilité des caractéristiques et la maitrise de la fabrication des BHP.

De nombreux atouts justifient I'utilisation, la compétitivité économique et la banalisa-

tion de I'emploi des BHP pour les ouvrages courants. [6]
+ En phase de conception
» Simplification des sections

» Simplification des ferraillages
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» Optimisation possible de la géométrie de I'ouvrage (une diminution des sec-

tions de béton)
> Allegement des structures
+ En phase de construction

» Economie de matiére

A\

Gain de poids, donc simplification des fondations et des méthodes de cons-

truction
Réduction des délais d'exécution

Optimisation des cycles de construction et de la productivité

Y V V¥V

Minimisation de I'incidence des intempéries sur les phasages de construction

=

En phase de service

> Durabilité augmentée (une résistance importante aux agents agressifs, faible
risque de corrosion des armatures, une forte résistance aux cycles de gel/dégel,
une faible perméabilité).

> Frais d'entretien réduit
> Allongement de la durée d'exploitation de lI'ouvrage

» Maintenance réduite [6]

1.5 Application

La résistance au jeune age du béton autorise des décoffrages rapides, ainsi que des

mises en précontrainte accélérées.

Les applications sont nombreuses en préfabrication (poutres, planchers), et sur
chantier (voussoirs de ponts, poteaux).

Les hautes résistances en service permettent la réalisation des structures de batiments
et d'ouvrages (batiments de grande hauteur, ponts, structures réticulées) conciliant

contraintes élevées et diminution des sections.

La durabilité et la résistance aux agents agressifs sont déterminantes pour les ouvrages

a la mer, les structures offshore, les ouvrages exposes au gel.
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Il faut également mentionner I'emploi de bétons HP en relation avec leur bonne
ouvrabilité. C'est le cas des bétons utilisés dans les batiments de grande hauteur et qui
sont pompés, ou dans la réalisation de poutres avec un ferraillage laissant peu de place

au passage du béton.
1.5.1 Le pont de Normandie

Avec sa travée centrale de 856 m (le record v
pour les ponts a haubans) et ses pylénes | '
de 214 m de hauteur en BHP, le pont

de Normandie est un ouvrage d'art exceptionnel.

Du fait de sa particularité, il fait appel,

pour sa mise en ceuvre, a des bétons spécialement
congus pour chacune de ses parties.
Le béton de hautes performances (BHP 60 MPa),

Figure 1.7 Le pont de Normandie

utilisé pour les voussoirs des rampes d'acces, permet le décoffrage rapide, la mise en
tension accélérée des cables de précontrainte et le poussage de la travée au rythme
d'une longueur de voussoir tous les deux jours. Ceci grace a la conjugaison du super

plastifiant et d'un fort dosage en ciment,
1.5.3 Le pont de I'ile de Ré

Cet ouvrage de prés de 3 000 m de long (construit en moins de 16 mois) ont été

déterminants dans le choix du béton a haute performance.

Alors que le cahier des charges ne prévoyait qu'un béton B40 pour les voussoirs, les
cadences d'exécution de ces 798 piéces imposaient un démoulage a 15 heures, donc
une résistance minimale de 12 MPa. Le béton réalise qui présentait une résistance a
15 heures de plus de 20 MPa, atteint a 28 jours plus de 60 MPa. L'emploi des fumées
de silice en association avec un super plastifiant a également nettement amélioré la

maniabilité du béton.
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Figure 1.8 Le pont de I'ile de Ré

1.5.4 Les Tours Cceeur-Défense

Ce projet, congu par le cabinet Jean-Paul
Viguier est constitué de deux tours fines
décalées, de trente-neuf niveaux, arrondis
a leurs extremités et de trois batiments
bas qui donnent de I'ampleur a la fagade
sur lI'esplanade. L'ensemble représente
220 000 m2 de bureaux. Le noyau central
de chaque tour et les poteaux de 1,10 m
de diametre ont éte réalises en béton HP
de type B 80.

Figure 1.9 Les Tours Ceeur-Défense

1.5.5 La Tour PB6

Cette tour est un immeuble a usage de bureaux de quarante étages soit 147 m de
hauteur au-dessus du niveau d'acces situé sur le parvis de la Défense, trois niveaux de

parking en sous-sol, un niveau technique et, deux niveaux d'infrastructures de 3,40 m.

L'emprise en plan de la tour est constituée de deux ellipses de 74,84 x 31, 18 m. Les
efforts sont repris d'une part par un noyau central de 31x 14,10 m et, d'autre part, par

seize poteaux de facade et deux poteaux intérieurs.
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L'usage d'un béton BHP de type B 80 a permis de limiter le diametre des poteaux les

plus chargés a 1,30 m.

,‘." & ){':(. L c%sxeven Henry via CTBUH = 7' = D e = 7 == = :7_';_:

Figure 1.10 La Tour PB6
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2.1 Introduction

2.1.1 Définitions

Une poutre a plan moyen est sollicitée en flexion plane simple lorsque 1I’ensemble des
forces et couples appliqués a gauche d’une section droite X est réductible, au centre
degravitt Gde X, a:
» un couple M d’axe perpendiculaire au plan moyen (ou moment fléchissant) ;
» une force V située dans le plan de X et dans le plan moyen (ou effort
tranchant).
Ceci revient a dire :
1/ que les forces extérieures appliquées sont :
» Soit dans le plan moyen et normal a la ligne moyenne ;
> soit dans des plans symétriques par rapport au plan moyen et normal a la ligne
moyenne ;

2/ que les couples extérieurs appliques ont leurs axes perpendiculaires au plan moyen.

[7]

Plan
moyen

Figure 2.1 Application de la force par rapport au centre de gravité dans une poutre.
2.1.2 Notations et terminologie

Considérons une poutre fléchie a axe horizontal.
v' Si M >0 : la partie supérieure de la section est comprimée, la partie inferieure
est tendue ;

v" Si M < 0: C’est inverse.
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____________ c__ __ _ F 5
1 E52 ;Sb
—
Zone o - F —f—p F
comprimée r c sc
,,,,,,,,,,,,, Axeneutre ¢ | _|
/ z
Zone Z.
tendue
A i
s1

s1
Diagramme Efforts
des déformations  internes

Figure 2.2 diagramme des forces internes

2.2 Principes généraux de calcul
2.2.1 Etat limite ultime

Moment agissant ultime : M gp=Y vi M
Le diagramme des déformations passe :
v’ soit par le pivot A ;
v’ soit par le pivot B ;
Mais pas par le pivot C (sinon, la section serait entierement comprime, ce qui est en

contradiction avec les hypotheses de la flexion simple) [7].
2.2.2 Etats limites de service

Moment agissant de service : M gp=Y M

Le diagramme des contraintes est linéaire (diagramme de Navier) :

'/
i '//
A /s
/
Es1 Ec eff 051
c eﬁ£s1= : Es$s1 =
» E L
s [+
diagramsnme diagramme
des des
déformations contraintes

Figure 2.3 digramme de Navier.
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2.3 Equations generales

Pour résoudre tout probléme de flexion simple, soit a 1’état limite ultime, soit a 1’état
limite de service, on dispose en tout et pour tout de trois équations :
* Deux équations de la statique :
» équilibre des forces ;
» équilibré des moments ;
« une équation de «compatibilité » exprimant la conservation des sections planes
(relations de triangles semblables) :
» Par les déformations dans le cas de I’ELU ;
» Par les contraintes dans le cas de I’ELS.
Il ne peut donc y avoir plus de 3 inconnues.
Dans le cas contraire, pour n inconnues, il faut se fixer n — 3 conditions

supplémentaires. [8]
2.3.1 Equilibre des forces

La résistance a la traction du béton tendu étant négligée, les efforts de traction doivent
étre intégralement equilibres par les armatures tendues.

En flexion simple, il n’y a aucun effort normal extérieur. La résultante des forces
internes :

* de compression Fq ;

e et de traction F g;

Doitétrenulle : Fg=F =F:+Fy
2.3.2 Equilibre des moments

Le couple formé par les forces internes F ¢ et F s; doit équilibrer le moment extérieur

agissant M : M =Fg.z=F 4 .z

Remarque
M = M gq OU M g, suivant que 1’on se trouve a ’ELU ou a ’ELS. _

. T e T _Ldl_ —/'.":52
2.3.3 Equations de compatibilité /

Xu =~ 1

Etat limite ultime T (s
En désignant par x , la « hauteur > de I’axe
neutre a partir de la fibre la plus comprimée A ——

Figure 2.4 hauteur de ’axe neutre ""ELU"".
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On peut écrire, puisque le diagramme des déformations est linéaire :

& Es2 &s1

Xy Xy—d d-—x,

Au pivot A : &5, = g,q OU oo suivant le diagramme o — & d’acier utilise = &, et &,

AU pivot B : g, = €cu2€cu3 SUIVaNt le diagramme o — € de béton utilise = &, et &

Etat limite de service T T /o4

En désignant par x; la <« hauteur > d e VA
De I’axe neutre a partir de la fibre la plus

comprimée.

Figure 2.5 hauteur de ’axe neutre "'ELS".

On peut écrire, puisque le diagramme des contraintes est linéaire :
(P (LF) Os1

X1 B a.(x; —d’) B a.(d—x,)

A D’état limite de service avec limitation de la contrainte de compression du béton :

o. = a.(barre) = oy, et o,
2.4 Section rectangulaire sans aciers comprimes

La méthode de calcul due a Jean Perchat, développée dans la suite, S’applique aux

sections avec ou sans aciers comprimes.

Ce qui suite on s’intéresse au dimensionnement a 1’état limite ultime
2.4.1 Coefficients de remplissage et de centre de gravite

Dans une section rectangulaire by, .d (largeur by, , hauteur utile d), on pose :
F . = résultante des efforts de compression dans la zone de béton comprimé.
z .= bras de levier de F par rapport au centre de gravité des aciers tendus,
(= bras de levier du béton seul),

Fco = résultante des efforts de compression dans la zone de béton comprimé sous une

contrainte uniforme égale a f .q = o, Lok .

%

F cO = bW .Xu .fcd
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TH
(=8
|
L
o
a
x
c

Diagramme Diagramme Diagramme
déformations contraintes contraintes
réelles uniformes

Figure 2.6 Equilibre d’une section soumis a un moment de flexion (section rectangulaire).

On appelle :
» coefficient de remplissage ¥, le rapport : ¥ = :—‘
c0
» coefficient de centre de gravité &g, le coefficient qui fixe la distance &¢. X, de F.

a la fibre la plus comprimée.

On peut donc écrire :
{ Fe=W.F=Y.byXufcq
Z.=d-08g.Xy
D’ou I’expression générale du moment des forces internes :
Meg=F.z .= W.by.X,.feq (d - 8g.Xy)
Que I’on écrit sous la forme :
Meg =®.by .02 foy™ (1- 5 2

D’ou en posant :

xu

% =g
—_Mga Moment réduit : =¥ o, (l-8g.ay)
He = 4 difed Il vient : He u G - Oy

ENSTP 2015 Page 20



CHAPITRE Il

2.4.2 Diagramme parabole-rectangle et rectangulaire simplifie

Diagramme parabole-rectangle

fouz [ | fo

Pivot A Pivot B
Figure 2.7 Diagramme parabole-rectangle.
* Si le pivot est A: y et dc dépendent de a,. Leurs expressions sont assez
compliquées.
* Sile pivotest B :
— lorsque ’on utilise le diagramme parabole-rectangle, il est entierement mobilisé et

I’on a pour : fok <50 MP :

2

Ecu2:2"5%)o (?/G'Xu fcd 3 y:hK.x

Xy

d= 7= =— 17" s.h
i G

- —n20
7Ep=C/0 = L2y
7

o %g%

_ L ]
€s1 o1 X
Diagramme Diagramme B= gb_h
déformations contraintes 3
réelles

3
8e.h="h
¢ g

Figure 2.8 Equilibre d’une section soumis @ un moment de flexion (Diagramme parabole-rectangle).

Tableau 2.1 Elément de hauteur de la force de compression dans le diagramme parabole-rectangle.

Elément F. 5 e
de hauteur (byx,fy) (x4) (bw-xﬁ-fm]
2%, 2oy Txd = (2232 »
L:xu l.b“_.%xu,fcd =% %%=% %

- %- 0,8095 = %
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8 Xu= & X = 0.41597. Xy

21

Donc :
¥ =0.81
6c=0.416

Lorsque I’on utilise le diagramme bilinéaire, il est entierement mobilisé et 1’on a pour

fok<50 MPa :
e, =35% 0,x, f

e _ o u cd
X =a .d 0,5.x
_ _ u_o_u_ 7 _ u
o - | = e=175% &= 05x,
N
A
S - P L —
£ o
81 s
bw - -
Diagramme Diagramme
déformations contraintes
réelles

Figure 2.9 Diagramme bilinéaire.

Tableau 2.2 : Elément de hauteur de la force de compression dans le diagramme bilinéaire.

Elément Fe 5 F“;h
(by %0 f) (x,) (b, 2.,
Inférieur %bw % X, £ = % {% + %%} = % %
Supérieur ]_bw%xu_fud = % %% = i %
2 % - 075=1 %
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Diagramme rectangulaire simplifient:

B WM 2
) ? 704165 gi +5%,
. = ——*F_=\b, .x mf
B = 1508 Xty ~ =g v oo
Z, Z, =hkb,x.f,
= +——F — ——F
a 51 o 1
cl 51
Diagramme Forces Diagramme Forces
parabole-rectangle internes rectangulaire internes

Figure 2.10 rectangulaire simplifient [7].

On démontre que, lorsque le pivot est A ou B, on peut substituer au diagramme

parabole rectangle un diagramme rectangulaire :

De largeur égale a f o, =n f (g=1N 0 f;"

De hauteur égale a A x, depuis la fibre la plus comprimée,
Pour lequel ona: ¥=A.n et dg- 'g

Les coefficients A et n ont pour valeur (f.x en MPa) :

0.8 Si f .« <50 MPa
A=
fo—50 )
0.8 - W si 50 MPa < fck <90 MPa
1 Si f .« <50 MPa
'rl =
fo—50 )
1-W si50 Mpa<fcks90 MPa

Dans ce cas, le moment réduit a pour expression :

He = —lnau(l-— o) >

bwdzfcd

- M _ A
Meu= g air, = & 0u (15 00)

2.4.3 Moment frontiere Mug

Si ’on veut connaitre a I’ avance le pivot, il faut calculer le moment de flexion Mag
au centre de gravit¢ de I’armature inferieure correspondant a un diagramme de
déformation passant par :

€1 = €44 OU oo (Suivant le diagramme o-¢ d’aciers utilise) pour les aciers tendus.
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€ = &2 OU g3 (Suivant le diagramme 6-¢ de béton utilise) pour le béton le plus

comprimeé. [8]

région 1

-/7 o
(o

Figure 2.11 Diagrammes des pivots A et B.

XaB Ec

CAB= "y T rren

D’ou:
Hag=A.0ap (1'/51- 0 AB)

On obtient ainsi dans le cas du diagramme 6—¢ a palier incliné (dans les cases
comportant trois valeurs, le chiffre du haut correspond aux aciers de classe de ductilité

A, le chiffre intermédiaire a la classe B et le chiffre inferieur a la classe C) :

Tableau 2.3 Valeur de A on fonction de la classe de résistance de béton [7].

Classe de résistance du béton < C50/60 C55/67 C60/75 C70/85 C80/95 C90/105
Ee = Eeu = Eqy3 (00) 3.5 3,1 2.9 2,7 26 2,6
£, =098, (%0) 225
(valeur recommandée et a utiliser 45
pour I’ Annexe nationale francaise)? 67.5

. 0,1346 | 01211 0.1142 | 0,1071 0,1036 | 0,1036

Uap = — 0,0722 | 00644 | 00605 | 003566 | 00546 | 0,0546
EcFEg 0,0403 | 00430 | 00412 | 00385 | 00371 0,0371

% =0.80u 0.8~ % 0.8 07875 | 07750 | 07500 | 07250 | 0.7000
) 0,1019 | 0,0908 | 00846 | 0.0771 0,0723 | 0,0699

Uag = MOag [ - %-u_m] 0,0561 00494 | 00458 | 00415 | 00388 | 00375
< 0,0387 | 00340 | 00314 | 00285 | 00265 | 00256

On en déduit :

M
MaB — # > Mjpp= HaB bw- d?. fcu
D’ou:

Med< Mag (& peu< pag) = 0n est au pivot A,
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Megg> Mag (& peu> pag) = on est au pivot B,
Remarque
Lorsque & = o (cas du diagramme o—¢ de ’acier a palier horizontal), aag =0 et

pas =20.

2.4.4 Dimensionnement de Asl, u a PELU
Equations d’équilibre :

Fe.= by AX, Ty

ze= (d-2 xy)

Meg = FeZe @ Meg= by Ay fou . (- X))

Megg= Aa u.0s1. Z¢

On posant:

_  Mgqg — Xy
HAB = —2r, etay d

On obtient :
MEgq

ZcOs1

Heu =\ oy (1'4 au) et Ag u-—
2

Et par résolution de cette équation du deuxi¢me degré en a
1
oy = 1(1' V1-24, )

Méthode de calcul dans le cas d’un diagramme d’acier a palier incliné :

1 Si f ck S 50 MPa
n= (foeen MPa) = f,, =1 accf;—"

c

1-“;% si 50 MPa < f. < 90 MPa

— Mgq
= =
Heu by.d2 fey

0.8 Si f .« <50 MPa
= A=

0.8 - f‘z‘% si 50 MPa < f. < 90 MPa

> == (1- T— 24, )
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0.1019 : classe de ductilité A.
= uag= 0.0561 : classe de ductilité B.
0.0387 : classe de ductilité C.
2.5/1000 : classe A,
= Sipw<pas > PiVOtA D gg= gq= 45/1000 : classe B,
5/1000 : classe C,
= Siuey> pag P PiVOtB = .= &2 0U &3

1-ay

= €51 = &

Ay
831<8yd:% 2 6= Es. &g
432.71+952.38¢;

£ 0= 24P 6y = 433.20+727.27eq

s

432.84+895.52¢;

= z.=d. (1-%1 oy)

Mgq

Zc0s1

= Asl,u =
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2.5 Armatures d’effort tranchant

Il convient que:

1. Les armatures d’effort tranchant forment un angle o compris entre 45° et 90°

avec l'axe longitudinal de I'élément structural.

2. Les armatures d’effort tranchant peuvent étre composées d'une combinaison
de:

> cadres, étriers ou épingles entourant les armatures longitudinales tendues et

la zone comprimée.
> barres relevées;

> cadres ouverts, échelles, épingles, etc., faconnés sans entourer les armatures

longitudinales mais correctement ancrés dans les zones comprimées et

tendues.
b1
e o' ¢
Cadres, épingles et étriers intérieurs Cadre extérieur

Figure 2.12 Exemples d’armatures d’effort tranchant

3. Les cadres, étriers et épingles soient efficacement ancrés. Un recouvrement sur
le brin vertical situé prés de la surface de 1’ame est autorisé sous réserve que le

cadre ne participe pas a la résistance a la torsion.

4. Au moins 3 des armatures d’effort tranchant nécessaires soient sous forme de

cadres, étriers ou épingles.

La valeur de B3 a utiliser dans un pays donné peut étre fournie par son Annexe

Nationale. La valeur recommandée est g 3 = 0,5. [9]

5. Le taux d’armatures d’effort tranchant est donné par I’Expression
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pw=A s/ (S. by.sina)
pw : est le taux d’armatures d’effort tranchant.
pw ne devrait pas étre inférieur a pw,min-
Ay : est I’aire de la section des armatures d’effort tranchant régnant sur la longueur s

S: est l'espacement des armatures d’effort tranchant, mesuré le long de l'axe

longitudinal de 1’¢lément.
bw - est la largeur de I’ame de 1’é1ément.
o : est I’angle entre les armatures d’effort tranchant et I'axe longitudinal.

La valeur de pwmin @ utiliser pour des poutres, dans un pays donné, peut étre fournie

par son Annexe Nationale.
La valeur recommandée est donnée par I'Expression

Pw,min = ( 0.08 \/ﬂ )/fyk

6. L'espacement longitudinal maximal entre les cours d’armatures d’effort

tranchant ne soit pas supérieur a Sy max-

La valeur de s;max & utiliser dans un pays donné peut étre fournie par son Annexe

Nationale.
La valeur recommandée est donnée par I’Expression suivant :
Sb’max= 0,6 d (1 + COt(l)

7. l'espacement transversal des brins verticaux dans une série de cadres, étriers

ou épingles d’effort tranchant ne soit pas supérieur a stmax.

La valeur de s;max @ utiliser dans un pays donné peut étre fournie par son Annexe

Nationale. La valeur recommandée est donnée par 1’Expression : [9]

St’max = 0,75d S 600 mim.
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2.6 Organigrammes récapitulatifs pour les sections rectangulaires:

Dimensionnement des armatures a ’ELU
Cas ou la contrainte de compression du béton est limitée a ’ELS

Diagramme o-€ des aciers a palier incliné

Sollicitation : > bw p
IVIEd ,Mser d. iﬂ /I
Matériaux :
s2
fck d
fya = fyk/ ys et classe de ductilité
Es= 2.10° MPa. A L
€cu OU €&cus
w v
Type de diagramme o-¢ des aciers
0e = Eg/ Eceff Figure 2.13 poutres rectangulaire
Asl =0
My, =0
L=0.8— M
400
£, —50
=1,0 -t _—
i 200
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Section

rectangulaire

u'lu {15)

0. =065,

ou formule approchée :

f{'k

lJ'Iu ([Ie) = (

K
4,62-1,66.Y)f, +(165,69—79,62.7)

v

My {D:c ) =Hy (]5)}(
ol :

avec :

K =(A+B.o, +Cal).10™

A=T753f, —189,8
B=—5.6.f, +874,5
C=0,04.f, —13

v
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Moy >~h - p| M, =p,.b,.d°f,

<|A,=0
S500et f, <35MPa :
\ 4 0, . =0.6.0,.vf, —8'(Af, +B) enMPa
0| A2=0 6. . =(Af, +B)-0.6.0,.7.f; en MPa
Usl_c =1 . 5 .
' A=——+13
{I'L‘
6855
B=—""-90
(I'L‘,
L= Mgy -M,,
” {d_dl)ﬁslf
A -
1 “L‘U :p"hJ
D‘:U = I [1 _1"'] - 2 '”‘{‘I.I] MEd = MIU

0.1019 : Classe de ductilité A,
=+ 10,0561 : Classe de ductilité B,
0,0387 : Classe de ductilité C,

Hag

v
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22.5/1000 : Classe de ductilité A,
€, =€, =145/1000: Classe de ductilité B,
67.5/1 000 : Classe de ductilité C,

Pivot A

€. =€, Ou €5 = 3,5/1000

si f, >50MPa

droite
de Hooke

I-a,
£q =&
':I'Ll
<
S500 A : o, =432,71+952,38.¢_, # 454 (MPa) \ 4
S 500 B : 0, =433,20+727,27.¢,, # 466 (MPa) o,=E.g,
S500 C: o, =432,84+895,52.¢, #493 (MPa)
L‘
i . >
2
l Formule simplifiée Moy ><0,225 Formule exacte l
Zczd{l_Ofﬁ'ucu] < Zc=d(l—%ﬂu)
b b
M M eff w
A _— . " bcﬂ' + (buff — bw)hi"fcu +A, Os2. e
o Z.-0g 0y . O, e

| AsI, u 2 A

5, min
Vérifier : Jet
A

LetA,<0,04A,

sl

Figure 1.14 Organigrammes récapitulatifs pour la section rectangulaire [7]
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3.1 Introduction

Dans les problemes complexes d'ingénierie, il existe souvent un nombre élevé de cri-
téres que l’on cherche, la résistance, la rigidité, la durabilité tout en assurant
I’économie pour répondre au souci des ingénieures on fait appel a I’optimisation qui
est un dérivé du verbe "optimiser™ qui signifie trouver la meilleur solution possible

d’un probleme et donnerait des valeurs acceptables pour la fonction but.

Le mot optimisation en mathématique désigne la recherche des conditions moyennant
pour les quelles une fonction donnée atteint un optimum, qui se présente le plus sou-
vent comme un extremum. L'optimum impose qu'une certaine fonction de mérité

(fonction objectif, fonction économique) soit maximale ou minimale.

C'est la recherche de la meilleure solution, évaluée selon certains criteres avec prise
en compte des conditions nécessaires. On voit immeédiatement a quel point ce genre
de probléme peut répondre a des préoccupations de tout ordre physique, mécanique,

technique, économique,...etc.

L’objectif dans l'optimisation des éléments en béton armé est de trouver les dimen-

sions optimales et le colit minimum correspondant des matériaux mis en ceuvre.

En général, le nombre de variables de conception indépendantes est relativement petit
et les contraintes sont données par des expressions explicites c'est souvent possible de
trouver la solution optimale par une recherche directe dans un espace d'un ou deux

variables qui représentent les dimensions du béton [12].

3.2 Domaine d’application

L’optimisation joue un réle important en recherche opérationnelle (domaine a la fron-
tiere entre I'informatique, les mathématiques et I'économie), dans les mathématiques
appliquées (fondamentales pour l'industrie et I'ingénierie), en analyse et en analyse
numeérique,  en statistique pour  I’estimation ~ du maximum  de  vraisem-
blance d’une distribution, pour la recherche de stratégies dans le cadre de la théorie

des jeux, ou encore en théorie du contrdle et de la commande.

IIs sont extrémement variés: optimisation d’untrajet, de laforme d’un objet,

d’un prix de vente, d’une réaction chimique, du contrdle aérien, du rendement d’un
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appareil, du fonctionnement d'un moteur, de la gestion des lignes ferroviaires, du
choix des investissements économiques, de la construction d’un navire, etc.
L’optimisation de ces systemes permet de trouver une configuration idéale, d’obtenir
un gain d’effort, de temps, d’argent, d’énergie, de matiére premiére, ou encore de sa-

tisfaction.

Donc elle permet de déterminer la meilleure solution d'un probleme et d'aboutir a des
colts minimaux. Le développement des méthodes d'optimisation n'a servi qu'a rendre
explicite la recherche, I'évolution et le classement des options. Les tendances faites
pour développer ces méthodes ont eu pour effets bénéfiques d'affiner notre compré-
hension du projet et didentifier les applications valables de la sous
optimisation et de restructurer un grand nombre des processus partiels qu'integre
I'étude du projet.[17]

3.3 Définition
3.3.1 Fonction objectif

Le terme fonction objectif ou fonction économique, est utilisé en optimisation ma-
thématique pour désigner une fonction qui sert de critere pour déterminer la meilleure

solution & un probléme d'optimisation.

Concretement, elle associe une valeur a une instance d'un probléeme d'optimisation. Le
but du probléme d'optimisation est alors de minimiser ou de maximiser cette fonction
jusqu'a l'optimum, par différents procédés comme I'algorithme du simplexe (c’est un
algorithme de résolution des problémes d'optimisation linéaire. permettant

de minimiser une fonction sur un ensemble défini par des inégalités).

3.3.2 Contrainte

En mathématiques, une contrainte est une condition que doit satisfaire la solution d'un
probleme d'optimisation. On distingue deux types de contraintes : les contraintes
d'égalité et les contraintes en inégalité. L'ensemble des solutions satisfaisant toutes les

contraintes est appelé I'ensemble admissible.

» Si une contrainte en inégalité est satisfaite en égalité au point optimal, la con-

trainte est dite saturée, dans le sens ou le point ne peut pas étre modifié selon
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la direction donnée par cette contrainte, méme si le faire donnerait une meil-

leure valeur de la fonction codt.

> Si une contrainte en inégalité est satisfaite en inégalité stricte, la contrainte est
dite non saturée, dans le sens ou le point pourrait étre modifié selon la direc-
tion donnée par cette contrainte, bien qu'alors I'optimalité ne soit plus garantie.
Si la contrainte est non saturée, le probleme d'optimisation aurait la méme so-

lution en l'absence de cette contrainte.

> Si une contrainte n'est pas satisfaite en un point, celui-ci est dit non admis-
sible. [11]

3.3.3 Variables de décision

Les variables de conception ou de décision ou variables de calcul sont constituées par
des sections ou par les dimensions (épaisseur, longueur, ...) de la structure ou a

d'autres parameétres.

Dans les structures & deux ou trois dimensions ceux qui definissent la géométrie sont
particulierement intéressants a déterminer afin de minimiser la quantité des matériaux

mis en ceuvre.

Le calcul consiste a definir les valeurs des composantes du vecteur X : X-i, X2,......*
qui sont les inconnues du probléme (on appelle ces composantes les variables de déci-
sion) [12].

3.3.5 Minimisation
Plus formellement, I'optimisation est 1’étude des problémes qui s'expriment de la ma-
niere suivante.

Probléme d'optimisation : Etant donné une fonction f: A = R définie sur un
ensemble A a valeurs dans I'ensemble R des nombres réels(éventuellement dans
la droite achevee R(barre) : = R U {-o0, +0}, trouver un élément x(barre) de A tel que

f (x(barre)) < f ( X) pour tous les x dans A.
On dit que I'on cherche & minimiser la fonction f sur I’ensemble A.

La fonction fporte divers noms : fonction-colt ou simplement codt, fonction-

objectif ou simplement objectif, critere, etc.
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L'ensemble A est appelé I'ensemble admissible et les points de A sont appelés
les points admissibles du probléeme. On dit que le probléme est réalisable si A est non

vide.

Le point x (barre) est appelé solution du probleme d'optimisation (minimum ou mi-

nimiseure)

3.3.6 Maximisation
Le probleme décrit ci-dessus est un probléme de minimisation. Comme on a :
Sup xea f (X) = - inf xea (-f(X)),

Un probléme de maximisation d'une fonction f (a gauche ci-dessus) est équivalent au
probleme de minimisation de —f (a droite ci-dessus). L'équivalence veut dire ici que
les solutions sont les mémes et que les valeurs optimales sont opposées. En particu-
lier, une méthode pour analyser/résoudre un probléme de minimisation pourra étre

utilisée pour analyser/résoudre un probleme de maximisation. [21]

3.3.7 Formulation générale du probleme

D'une fagon générale, un probléeme de programmation mathématique non-linéaire peut

étre énoncé comme suit :

Trouver le vecteur {X} de variables de décision (appelées aussi variables de concep-
tion) tel que :

Z=F ({X}) = Min

Gi({X})<0j=1..,m.

H{X})=0j=1,.k

Z est la fonction objectif du probléme désignée également par (fonction critere ou
fonction mérite). Les fonctions G; et H; sont appelées contraintes d'inégalité et con-

traintes d'égalité respectivement.

Les contraintes d'egalité peuvent souvent étre éliminees et la recherche optimale peut
étre effectuée dans I'espace des solutions admissibles défini par les contraintes d'iné-

galité.
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A ce jour il n'existe pas une méthode de programmation mathématique non linéaire
que I'on peut qualifier de fagcon systématique comme la plus efficace et de nombreux

algorithmes ont été proposés dans la littérature spécialisée. [12]
Exemples :
1) On considere un probléme d'optimisation classique :
min xec f(x)
Avec:
f (X) = X2, + %
EtC={(x;, x) € R?, x; >1,=1
Et X désigne le vecteur (xi, X2).

Dans cet exemple, la premiere ligne montre la fonction a minimiser (appelée fonction
objectif ou fonction-colt) mais aussi I'ensemble ou la solution doit étre recherché,
ici C. Cet ensemble est défini par une contrainte en inégalité sur la premiere compo-

sante et une contrainte d'égalité sur la seconde.

Sans ces contraintes, la solution serait le couple (0,0), ou f(x) atteint son minimum.
Or, ce couple n'est pas dans I'espace des contraintes. Ici, la solution du probleme d'op-
timisation sous contraintes donné est x = (1, 1), qui est le point ou f (x) atteint la plus

petite valeur possible tout en satisfaisant les deux contraintes.
2) Exemple de I'agriculteur

e Un agriculteur possede un certain nombre d'hectares (T), d'engrais (E) et
d'insecticide (1)

e Possibilités de planter du mais (x1) ou du blé (x7)

e Les cultures requiérent des quantités différentes d'engrais et d'insecticide (Ej,
1, E2, 1)

e Les cultures fournissent un revenu différent (Sy, Sy)
e Objectif : maximiser le revenu net

Maximiser S;x; + Syx, (fonction objectif)
Soumis a des contraintes suivantes :

X1+ X2 < T (limite terrain)
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Eixiy + Eoxo < E (limite engrais)
[1x1 + 12Xz < | (limite insecticide)

X1 > 0; X2 > 0 (terrain positif)

Finance : 1l faut maximiser le profit espéré d'un ensemble d'investissements en
respectant des limites budgétaires et des limites imposées sur le niveau de
risque.

Logistique : Il faut visiter tous les clients une fois (sans répétition) d'une ma-
niére qui minimise la distance parcourue.

Productique/ordonnancement : affecter des taches aux machines d'une maniére
que le temps maximum nécessaire pour une machine a terminer ses taches soit
minimisé.

Une université doit effectuer un certain nombre de cours a un certain nombre
d'éléves, avec un certain nombre d'enseignants-chercheurs

Contraintes de précédences de cours, salles, désidératas

Objectif : trouver une solution

3.4 Type des problémes d’optimisation

Problémes probabilistes.

Problemes déterministes.

3.4.1 Problémes probabilistes

En général le probléeme de dimensionnement probabiliste optimal peut étre énoncé

comme suit ;

Pour une structure a configuration, charges probables et variations des résis-

tances connues.
Trouver les résistances moyennes des éléments

Telles que des niveaux de confiance specifiés et des conditions d'économie

déterminées soient satisfaits.

La confiance a ruine est définie comme la probabilité requise pour qu'une structure

n'atteigne pas sa ruine plastique; la confiance a plasticité est la probabilité nécessaire
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pour qu'une section de la structure ne soit pas la premiére a développer une rotule

plastique.

3.4.3 Problemes déterministes

Soit une structure dont les charges, géomeétrie et dimensions des sections en béton
sont fixées. Le probléme de dimensionnement optimal consiste a déterminer les va-
riables x, (i = 1,2, .... n.) qui optimisent une certaine fonction de mérite et satisfaisant

également aux contraintes.

Par conséquent, le dimensionnement optimal est équivalente un probléeme d'optimisa-
tion d'une fonction non-linéaire sous des contraintes non ou linéaires. Ceci constitue
un probleme typique de programmation non linéaire pouvant étre résolu par les tech-

niques de programmation mathématique. [17]

3.5 Méthode et formulation général d’un probléme d’optimisation

déterministe

3.5.1 Contraintes

Chaque groupe de valeur pour les variables de décision (ou de conception) représente
une conception de la structure. Clairement, quelques conceptions sont des solutions
utiles pour l'optimisation du probléme, mais d'autres peuvent étre inadéquates en
terme de fonctions, comportement ou autre considération. Si une conception satisfait
toutes les exigences ou condition imposées, elle sera dite "solution admissible™ (ou

solution faisable).

Les conditions (ou restrictions) qui doivent étre satisfaites afin d'obtenir une concep-
tion sont dites les contraintes. Du point de vue physique on peut identifier deux sortes
de contraintes :

1. Les contraintes imposées sur les variables de conception et qui limite leur champs
pour des raisons que des considérations sont appelées contraintes de conception ou

contrainte de bon coté.

Les contraintes qui sont explicitées en forme peuvent provenir de différente considé-

ration telle que la fonctionnalité, la fabrication ou I’esthétique. De cette facon une
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contrainte de conception est une limitation spécifique ou imposée sur une variable de

conception.

2. Les contraintes qui dérivent des exigences sur le comportement sont appelées les
contraintes de comportement. Les limitations sur les contraintes maximales, déplace-

ment flambement sont des exemples typiques de contraintes de comportement.

Des contraintes de comportement explicites ou implicites sont toutes deux rencontrées

dans la conception pratique.

Les contraintes de comportement explicites sont souvent données par des formules
présentées dans des cadres de conception ou des spécifications. Cependant, les con-

traintes de comportement sont généralement implicites.

D'un point de vue mathématique, les contraintes de conception et de comportement

peuvent étre usuellement exprimées comme un groupe d'inégalités.

gi({x})<0; j=1,..m.

Ou m est le nombre de contraints d'inégalité et X le vecteur des variables qui peut

comprendre les variables de décision et de comportement.

Souvent dans un probleme de conception des structures, on a aussi a considérer les

contraintes d'égalité de la forme générale :
hf{(X)}=0; j=1...k
Ou k est le nombre d'égalité.

Dans la plupart des cas. Les contraintes d'égalité peuvent étre utilisées pour éliminer

des variables des processus d'optimisation en réduisant leur nombre.

En général, les équations d'analyse d'un probléme sous condition peuvent étre expri-
mées en termes de variable de la forme de 1’équation. Cependant, si nous choisissons
les variables comme indépendantes alors ces équations peuvent calculés les variables

de comportement pour chacun de conception donnés.
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Cette procédure est avantageuse dans plusieurs cas, puisque nous avons a trouver les
valeurs optimales d'un nombre moindre de variable, et le probléme est dit avoir une

dimension plus basse.

L'égalité peut présenter aussi différentes considérations de conception telle qu'un rap-
port désiré entre la longueur de section transversale et son épaisseur de telles simples
et explicites contraintes peuvent facilement étre utilisées pour réduire le nombre de

variables indépendantes.

Cependant, dans certains cas la procedure d'élimination peut étre complexe et con-

somme de temps et quelques contraintes d'égalité doivent étre considérées [12].

3.5.2 Espace de conception

Nous pouvons voir chaque variable de décision comme une dimension dans un espace
de conception, et chaque groupe particulier de ces variables comme un point de cette
espace.

Dans le cas de deux variables, I'espace de conception se raméne a un plan.

Dans le cas général de n variable nous avons un hyperplan de dimension n.

Une conception qui satisfait toute ces contraintes g j ({X}) < 0 est une conception fai-
sable .Le groupe des valeurs variables de conception qui satisfait I'équation g j ({X})=
0 forme une surface dans I'espace de conception. C'est une surface dans le sens qu'elle

coupe l'espace en deux régions, une réegion ou g ;>0 et l'autre g; <0

Le groupe de toutes les conceptions faisables forme la région faisable. Les parties des
surfaces de contraintes respectives qui limitent la région faisable forment la surface de

contraintes composées.

Les points a l'intérieur de la région faisable (c'est a dire ou gj < 0 ; j= 1... m) sont ap-

pelés points libres, ou conception sans contrainte.

Les points sur la surface (les conceptions faisables pour lesquels g; = 0 sont appelées

points limites.
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Il est possible que la région faisable soit composé de deux ou plus de sous régions dis-
jointes, mais ceci est rare dans les problemes de conception ou les éléments ne peu-

vent pas étre éliminés.

Le sous espace ou deux ou plusieurs contraintes g;({X}) est appelé une intersection.

Dans I'espace a deux dimensions, l'intersection de deux contraintes est un point.

Laj “me contrainte est dite étre active en un point de conception si gj({X}) = O et elle
est dite passive si g;({X}) < 0. Si g;({X3}) > 0, la contrainte est violée et la conception

correspondante est infaisable.
Les contraintes d'égalité :
h{X})=0j=1,..k

Introduisent un couplage entre les variables ils peuvent étre vues comme des surfaces

dans I'espace de conception a n dimensions.
Les points de conception faisable doivent étre localisés a I'intersection de ses surfaces.

Le nombre de contrainte d'égalité, k doit satisfaire k < T, ou T est le nombre total des

variables.

Dans le cas ou k =T, les variables peuvent en principe étre déterminées comme solu-
tions des équations : h;({X}) = 0 et il n'y pas de probléme d'optimisations au sens
propre.

3.5.3 Fonction objectif

Il existe habituellement un nombre infini de conception faisable. Pour obtenir la meil-
leure, il est nécessaire de former une fonction de variable a utiliser pour la comparai-

son des conceptions faisables.

La fonction objective appelée aussi codt, critére, ou fonction de mérite est la fonction
a partir de laquelle la petite valeur est recherchée dans un probléme d'optimisation.
C'est une fonction de variable X et elle peut représenter le poids, le colt de la struc-
ture ou n'importe quel autre critere a partir duquel une conception possible est préfé-

rée aux autres.
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Nous supposons toujours que la fonction objectif Z = F ({X}) doit étre minimisée ceci
n'implique aucune diminution de la généralisation puisque le minimum de - F ({X})
est obtenu lorsque F ({X}) est maximum, c'est-a-dire Max (F{X}) = -Min (-F{X}).

Le choix d'une fonction objective peut étre une des plus importantes décisions dans la

procédure d'une conception optimale.

La formulation mathématique de la fonction objectif peut étre une tache trés difficile,
par exemple lorsque des valeurs esthétiques importantes sont influencés par les va-
riables de décision. En général, la fonction objective représente la propriété simple la
plus importante d'une conception mais elle peut représenter aussi la résultante d'un

certain nombre de propriétés.

Des précautions doivent étre prises pour optimiser par rapport a la fonction objective

qui reflete au mieux, le véritable but des problémes d'optimisation.

Le poids est la fonction objective la plus habituellement utilisées di au fait qu'il est
facilement quantifiable bien que la plupart des méthodes d'optimisation ne se limitent
pas a la minimisation du poids. Le poids de la structure est souvent d'une importance

critique, mais la minimisation du poids n'est pas toujours la plus facile.

Le colt est d'une importance pratique plus grande que celle du poids, mais il est sou-
vent difficile d'obtenir suffisamment de données pour la construction d'une fonction

réelle du codt.

Une fonction du colt général doit inclure le colt des matériaux, de la fabrication, du
transport, ...etc. En plus du colt engendré par construction et la conception d'autres
facteurs tels que mise en service, maintenance, réparation, assurance ...etc. Doivent

étre considérés.

Cependant, il n'est pas toujours désirable de considérer une fonction aussi large que
possible. D'un point de vue pratique, il est demandé d'introduire une fonction objec-
tive qui est a la fois sensible aux variations des variables de décision et a la compo-

sante la plus importante du codt.

En général, la fonction objective est une fonction non linéaire des variables de déci-

sion.
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4.1 Introduction :

Du point de vue économique, il est nécessaire d'intégrer les nombreux avantages de
BHP en utilisant des éléments structurels dans la procédure de conception optimale.
En utilisant la technologie du BHP, les dimensions transversales des éléments sont
considérablement réduites. Par conséquent, moins de béton et moins de coffrage sont
nécessaires. Au méme temps, la quantité d'acier d'armature peut étre réduite d'une
facon significative. Le résultat net est que la poutre peut étre réalisée avec la section

transversale optimale du béton et la section optimale d'armature avec un colt minimal

Ce travail porte sur la formulation du probléeme de conception optimale de moindre
colt des poutres rectangulaire en béton a haute résistance (BHP) soumise a la flexion
simple conformément aux Etats Limites Ultimes (ELU) en utilisant la derniere
version de I'Eurocode2 (EC-2).

Pour le processus d'optimisation des codts, le colt global des matériaux de
construction, y compris les colts de béton, d'acier et de coffrage, représente la
fonction objectif et I'ensemble des contraintes comprend des restrictions sur les
contraintes de comportement, les conditions relatives a la compatibilité de
déformation dans l'acier et le béton, les dimensions transversales de la section
rectangulaire fondées sur des regles pratiques de pré-dimensionnement et de bonne

exécution en vigueur des méthodes de conception et de calculs actuelles.

Le poids propre de la poutre qui peut contribuer de maniére substantielle a la
détermination de la capacité de résistance flexionnelle ultime pour de longues portées
est considéré comme variable a la fois dans la fonction objectif et les fonctions de

contraintes.

4.2 Etats limites ultimes

La conception fondée sur un compromis colt-sécurité d'une structure en béton armé
soumises a des conditions de charge ultime dépend rarement d'une analyse théorique
complexe. Elle peut étre réalisée par un bon choix du site de construction, un meilleur
choix de la structure porteuse et son systeme de contreventement et une attention
particuliere doit étre accordée aux regles de pratique courante de pre-
dimensionnement et de bonne exécution. Cependant, la réduction du colt global de la
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structure dépendra fortement d'un choix adéquat des matériaux de construction qui
seront utilisés, y compris les colts de main-d'ceuvre, ainsi que de la conception
optimale des différents eléments structurels (comme cela peut étre le cas pour une
utilisation a grande échelle des éléments préfabriqués en BHR). En outre, la
conception optimale de ces composants doit étre fondée sur le comportement non
linéaire de BHR et de I'acier décrits dans les codes de conception et de calcul de béton
armé en vigueur. [13]

Conformément a I’Eurocode2 (EC-2), les hypothéses retenues a I’ELU pour les
distributions de contrainte et de déformation des poutres rectangulaire en BHP
représentée dans la figure 4.1 sont respectivement illustrées dans cette figure.
Les dimensions en béton armé a haute résistance de la section transversale sont
définies par les paramétres suivants

b : largeur de la poutre

h : hauteur totale

Les paramétres d et As représentent respectivement:

d: hauteur utile

A : section des aciers tendus

Dans le diagramme de déformation linéaire, e et & désignent respectivement les
déformations du béton et de I'acier.

Le parameétre o, représente la profondeur relative de la zone comprimée du béton et
de l'axe neutre a partir de la fibre supérieure la plus comprimée du béton a I’ELU.
Dans le diagramme uniformément répartie des contraintes montré par la figure
fou = m fog = 0.85fck/y. est la valeur de calcul de résistance a la compression du béton,
vc le facteur de sécurité partiel pour le béton et f est la résistance caractéristique du
béton a 28 jours.

Conformément a I'EC-2, un diagramme rectangulaire simplifié est recommandé
moyennant une adaptation pour les bétons de hautes résistances. Cela nécessite la
mise en place d'un facteur A de la profondeur de la zone de compression et un facteur
de la résistance de calcul n.

A Et m sont deux facteurs a la fois linéairement dépendant de la résistance

caractéristique f. et donnés par les deux équations qu’on a citées dans le chapitre 3.
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[ c cu L

st st s Fs1 _As1.u Gs1
Diagramme Diagramme contraintes Forces
déformations Parabole internes

rectangulaire
rectangle®

Figure 4.1 Diagramme contrainte-déformation poutre rectangulaire

4.3 Position du probléme

Les variables de conception du modéle sont les dimensions géométriques (b, d) de la
section transversale de la poutre rectangulaire, la section d'acier As, et la profondeur

relative a de la zone de compression du béton.

Trouver les variables de conception b, d, As et o étant donné:

Portée de la poutre L

Moment fléchissant ultime Mgq

Effort de cisaillement ultime Vggq

Résistance caractéristique a la compression sur cylindre de BHR a 28 jours fe
Facteur de résistance de calcul n

Facteur de profondeur de la zone de compression : A

Limite d'elasticité caractéristique pour acier : fy

Module élastique : Es

Pourcentage minimal de 1’acier : Py

Pourcentage maximal de 1’acier : Pmax

Codt total par unité de longueur de la poutre rectangulaire en BHR : C

Les variables de conception du modele sont les dimensions geométriques (b, d) de

Co0t unitaire de l'acier d'armature : Cs
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Co0t unitaire du béton BHR : C;

Codt unitaire de coffrage : C¢

4.4 Fonction objectif

Considérons maintenant une poutre a section rectangulaire en BHP et soit C la
fonction objectif représentant le colt total de béton, de I'acier et du coffrage utilisés

par unité de longueur de la poutre. Cette fonction peut étre définie comme :

Ou les codts unitaires C,, Cs et C; sont définis precédemment.

Les éléments de co(t tels que les coffrages de béton et de faconnage de I'acier sont
présentés implicitement et sont inclus dans la fonction objectif en termes de

pourcentages appropriés des colts unitaires de béton et d'acier, respectivement.

Il devrait étre tout aussi important de noter que dans un probléme d'optimisation de
moindres co(ts, les valeurs optimales des variables de conception sont affectées par
les valeurs relatives des colts de la fonction objectif seulement, mais pas par les
valeurs absolues des codts. En d'autres termes, les valeurs absolues de codt affectent
la valeur finale de la fonction objectif, et non pas les valeurs optimales des variables

de conception. Ainsi, la fonction objective a minimiser peut étre écrite comme suit:
CIC.~> Min
CIC.=bh+ (CyJC¢) As+ 2(Cs/C,) [b+h]

La valeur du rapport colt Cs / Cc varie d'un pays a un autre, voire d'une région a une

autre pour certains pays.

4.5 Formulation du probleme

Comme mentionné précédemment, les contraintes de conception seront définies en
conformité avec les spécifications de conception de I’Eurocode2 (EC-2). Ainsi, et
sans perte de généralité, le probléme de conception de moindre colt des poutres
rectangulaire en béton armé sous charges ultimes peut étre mathématiquement

formulé comme suit;

ENSTP 2015 Page 47



CHAPITRE IV

Trouver les variable de conception b, h, d, A et a telles que :
C/C.=bh+ (CJ/C;) As+ 2(C{/C;) [b+h] = Min (1)
Sous les contraintes suivants:
a) Contrainte de comportement:
(Moment externe incluant le poids propre < Moment résistant de la section)
Meg < Mag

2 Meq<b 2 foy & oag (1- - ia)

® Mea<bd21 fog % oag (1- 5 ag) 2)

Equilibre des forces interne

o = (fya/ fea) (As/m A bd) 3)
pourcentage minimale d’acier Ag/(b d) > Pmin 4)
pourcentage maximale d’acier A¢/(b h) < pmax (5)

Conditions de compatibilité de déformations dans I'acier et le béton:

Meilleure utilisation de ’acier ez ((1/ a0)-1) > fya/Es (6)
Ferraillage sans acier comprimé Aa (1-0.5Aa) < Wimit @)
Contrainte de I’effort tranchant

VEed < VRrd max = V1 fea b Z (tg(0)+cotg(0)) (8)

Contraintes liées aux variables de conception y compris les régles de pratique

courante de pré-dimensionnement et de bonne exécution:

L/12<h<L/10 9)
d/h=0.9 (10)
0.2< b/d<0.4 (11)
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Limit Valeur limite du moment réduit

0 : angle entre les bielles de compression de béton

v1 . un coefficient adimensionnel v; = 0.6 (1- f/250)

z : bras de levier eégale 0.9 d

hmin : hauteur minimale de la table de compression du béton

Il convient de noter que les ratios de colts unitaires et plus précisément le rapport
colt Cs / Cc varie d'un pays a l'autre et peut éventuellement dépendre d'une région a
l'autre pour certains pays. Les valeurs de ces ratios de colt peuvent étre estimées sur
la base des données fournies dans les livres de prix unitaires applicables de matériaux

de construction.

Le programme doit fournir les résultats optimaux ou les moindres couts comme suit :

bopt

_ dopt
V =
As opt
Aopt

Aprés 1’établissement des équations on arrive a la phase de calcul par programmation
mathématique (qui ne nous concerne pas pour cette these) et le programme doit

fournir les résultats optimaux ou les moindres couts comme nous déja mentionné.
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Conclusion générale

Ce travail porte sur le développement d'une méthodologie de calcul de moindre co(t
des poutres rectangulaire en béton a haute performance (BHP) soumise a la flexion
simple conformément aux Etats Limites Ultimes (ELU) en utilisant la derniere
version de I'Eurocode2 (EC-2). Il importe de souligner que bien que les travaux
développés dans le présent document soient basés sur I'utilisation d'un code spécifique
de conception et de calcul des structures en béton armé a savoir I'Eurocode2 (EC-2),
la méthodologie peut étre facilement étendue a des codes de conception et de calcul

utilisés dans d'autres pays sans modifications majeures

Pour le processus d'optimisation des colts, le colt global des matériaux de
construction, y compris les colts de béton, d'acier et de coffrage, représente la
fonction objectif et I'ensemble des contraintes comprend des restrictions sur les
contraintes de comportement, les conditions relatives a la compatibilité de
déformation dans l'acier et le béton, les dimensions transversales de la section
rectangulaire fondées sur des regles pratiques de pre-dimensionnement et de bonne
exécution en vigueur. Le poids propre de la poutre rectangulaire qui peut contribuer
de maniére substantielle a la détermination de la capacité de résistance flexionnelle
ultime pour de longues portées est considéré comme variable a la fois dans la fonction

objectif et les fonctions de contraintes.
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