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(—R ésumé g
L'exploitation des résultats issus d'une étude de axi-symétriques est un probléme plan ou bidimension-
convergence, réalisée sur trois exemples significa- nel. Considérons désormais un plan méridien quelcon-
tifs (membrane pure, flexion pure et flexion- que (repére r, z de la Figure 1) et étudions le compor-
membrane combinées) et traitée a l'aide d'un pro- tement d'une coque par la méthode des éléments finis.
gramme de calcul élaboré sur la base d'une formu- Trois modeles d'¢léments sont envisagés : I'élément
lation matricielle adéquate, a montré les grandes plan pour I'étude des plaques, I'élément circulaire pour
qualités et la performance de cet élément courbe I'étude des sphéres et 1'élément courbe pour I'étude des
respectivement dans le domaine linéaire et non coques de révolution de forme quelconque.
linéaire.
Mots clés : plaques * coques * éléments finis *
non linéarité « stabilité. Tz
N _J

1 INTRODUCTION 2
La modélisation habituelle consiste a représenter la SRS
surface de la cogue par des "troncs de cOne” et intro-
duit de ce fait des discontinuités dans la représenta-
tion géomélrique. S'il est évident que l'effet des dis- \
continuités doit s'estomper lorsque le maillage est
affiné, il nous a paru cependant intéressant de déve-
lopper un modele courbe afin d'apprécier d'une part, !
les erreurs de modélisation et de permetire d'autre |
part, une plus grande souplesse dans la description de '
la géométrie des surfaces.

2 DEFINITION ANAL'YTIQUE DE LA

GEOMETRIE DE L'ELEMENT Figure 1 : Discrétisation de la coque.

L'étude des coques est dans le cas général un pro- 2.1 Elément a géométrie quelconque (Type 3)
bleme spatial ou tridimensionnel. Néanmoins, 1'étude
des coques de révolution soumises a des chargements D'une part, pour obtenir une représentation géomé-
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Figure 2 : Définition de 1'é1ément courbe.

trique aussi exacte que possible de la coque et d'autre
part, pour assurer la continuité de la pente du méri-
dien entre deux éléments adjacents, nous introduisons
l'approximation suivante sur la géométrie [1] soit :

(&) =162 (328)]r; + &7 (3-28)fy,, +1

E(1-8)? ;8% (1) £y

2(8) =182 (32 )| 82 (3-28 W

+£(1-8)? 2, -8 (1-8)i

ol

& est le paramdtre de l'approximation de telle sorte
que 0<E<1

r; et z; sont les coordonnées des neeuds

f; et z sont leurs dérivées par rapport au paramétre de .

Les quantités du type r; ct z sont des données du
probleéme, elles représentent les coordonnées de cha-
que nceud i. Quant aux quantités du type r et z (déri-
vées de T et z par rapport au paramétre &), elles sont
données par les expressions suivantes :

'.i = Atgg,,, -B @
lg¢i41 - Lg¢i
. Algg. -B

A . ikl 3)

120;,, - 189;
ii = ;'i [gﬂi (4)
im = i'm 120, )

ol

A=8r , -4(ri+rk,) (6a)
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B=8 zi+l - 4(zi + zm) (6b]

2
et
= 5] & (7a)
@, = Arclg | —
ri
ii#l
P = Arcig ——) (7b)
risq

2.2 Elément circulaire (type 2)

i+1
\ R,

Y

Figure 3 : Définition de I'élément circulaire.

Le but éuant toujours de calculer les parametres g;,
8;,1 et les dérivées successives de r et z & parlir des
coordonnées nodales.

D'aprés la figure 3, les équations paramétriques du
cercle s'écrivent :

r(E) =a + Rsin (¢a +&6)

®)

z (&) =b - Reos (p; +§6)

ol
posft] o
R

= Arcsin | 2! 9b
i ineenl § =~ (B)
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et
i, = R6cosp, G
7, = ROsing, (10b)
[ .., =Récosy,,, (11a)
| Z,y =R0sing,,, (11b)
2.3 Elément plan (type 1)
Az
3 T

Figure 4 : Définition de I'é1ément plan.

D'apres la figure 4, les équations paramélriques de
cet élément s'écrivent : ’

&) = (’m il )é* ¥
0<E<1 (12)
2(g) = (Zm -z ot g

Nous remarquons que la géomértie de cet ¢lément
est parfaitement définie & la seule connaissance des
coordonnées nodales. Quant aux dérivées successives
de r et z, clles sont données par les expressions sui-
vantes :

o 13a
[i= Tl =0, -1, ()

(13b)

LSl e

3 FORMULATION DES FONCTIONS
D'INTERPOLATION

3.1 Choix d'un champ de déplacements

Compte tenu de ce qui a été¢ dit au paragraphe 2,

26

le vecteur déplacement d'un point de la coque a donc
trois composantes (Figure 5).

A?

i+l

Figure 5 : Déplacements aux nceuds de I'élément
dans un repere local.

Soit dans l¢ repere local :

u

s
ful= { " ] (14)
@
ou 9uy
By= - Kgug 15)
ds
avec :

u, représente le déplacement suivant le méridien

u, représente le déplacement suivant la normale au
méridien.

B¢ représente la rotation autour d'un axe perpendi-
culaire au plan (r, z). Elle est définic par la
théorie classique des coques minces de révolu-
tion [2].

kg représente la courbure principale dans la direc-
tion méridienne.

Comme la rotation est dépendante des composantes
de déplacement u, et u,, l'approximation que nous
introduisons pour ces composantes est la suivante [3] :

p-6
(U, =0, sing+ o,rcosp+ 0y E+ 3, 06 &
k=1

k+1

(16a)

U, =— 0, cOSp+ O rsing + o, &+ ogE’ + oL’

q
k+3
+zap#k§*

— x=1

(16b)

p26 et q=20

Pour la méme raison citée ci-dessus, nous pouvons
exprimer la rotation en fonction du paramétre & soit :
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du,

&

-X

o U, a7

B=i(
" s

ol
§ - dérivée de s par rapport au paramétre &

3.2 Expressions des fonctions de forme

En écrivant d'une part, les composantes de déplace-
ment (ug, up, B,) sous forme matriciclle (u) = [y]{a}
et les déformations infinitésimales de membrane
(€4, €9y X4 Xg) sous forme matriciclle (€} = [L] [u).
En substituant ensuite {u) = [y]l(c} dans la 28me
équation et sachant que {a) = [B] {d}, nous obtenons
respectivement les interpolations nodales des champs
de déformations, de déplacement et des contraintes
soient :

(e} = [C] [B] {d) (18)
(u} = [y] [B] (d) (19)
(o} = [D] [C] [B] {d} (20)

ol
[y] est une matrice de dimension (3* p+q)
[C] est une matrice de dimension (4* p+q)

[B] est une matrice de dimension (p+q * p+q)
[D] est une matrice de dimension (4 * 4)

()T = {urgs y0n Boos Uty Uty Byps Opuvcns Bpg)

représente le vecteur des déplacements nodaux de
I'élément dans le repere global qui contient les coeffi-
cients additionnels Oprge

4 FORMULATION DE LA MATRICE
DE RIGIDITE ELEMENTAIRE

En écrivant I'énergic de déformation interne die

w _ 1 T
Tea =5 14" [Kea] {d) @
aux cfforts appliqués sous la forme quadratique (4] :

Nous en déduisons alors la matrice de rigidilé é1é-
mentaire soit :

[ksa] - 181" (o | [cI7 0] c] e)ice] (3] @

5 FORMULATION DES VECTEURS DES
CHARGES NODALES EQUIVALENTES

Puisque notre but est d'étudier la stabilité des
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coques sous chargement statique et thermique, nous
considérons alors les charges suivantes :

a) Charges dues aux efforts appliqués
b) Charges dues aux déformations initiales

a/ Formulation du vecteur des charges nodales
équivalentes dues aux efforts appliqués.

En écrivant l'expression de la variation du travail
des forces extérieures sous la forme :

STE,,, = (&d) T(P[a,.n] (23)

(produit d'un déplacement nodal par un vecteur
nodal), nous en déduisons alors le vecteur :

[Paa} =25 (817 (| [v1" (P) d)ice) o

b/ Formulation du vecteur des charges nodales
équivalentes dues aux déformation initiales

De méme, en écrivant l'expression de la variation

de I'énergie de déformation die a des déformations ini-
tiales d'origine thermique par exemple sous la forme :

o8- fsd” [r2) @)

Nous en déduisons alors le vecteur :
1
2)-2e o7 [ 1el" (o™ deis) o

6 RELATION D'EQUILIBRE D'UN ELEMENT

Pour un élément n, I'équation d'équilibre est obte-
nue en appliquant le théordme des travaux virtuels soit :

&g, = 0Ty, V{&d) (v1))

En remplagant chacun des termes de I'égalité par
leur expression respective que nous venons d'établir,
I'équation d'équilibre pour un élément n devient alors :

[Keo) {a} = PR ]+ [Pea) 28)

7 ASSEMBLAGE DES ELEMENTS :
FORMATION DE LA MATRICE GLOBALE
[K ] ET DU VECTEUR GLOBAL (P}

Aprés élimination des coefficients supplémentaires
dans le vecteur (d) et en exprimant I'équilibre de la
structure enti¢re par application du théoréme des tra-
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vaux virtuels 2 tous les éléments, on obticnt 1'équation
d'équilibre global de la structure soit :

[Ksl {Usl - (Ps} (29)
oi
% ae
(K] = X [A]" [Ke,] [A] (30)

[Ks - matrice de rigidité de la structure dans le
repere global (r, z)

{UslT = ‘um’ Uy Bno’ U, ulpB'l’
31
U N | O l

IUS,T - vecteur des déplacements nodaux dans le

repere (1, z)
[ps}= 3 [a]” [pis] 32)
n
{PS - vecteur des charges nodales équivalentes

diles respectivement aux cfforts appliqués et
aux déformations initiales.

[A] - matrice d'expansion de dimension (p+q) x (p+q)
8 DETERMINATION DES CHAMPS DE

DEPLACEMENTS ET DES EFFORTS

RESULTANTS

La résolution du systeme d'équation linéairc (équa-

tion 29) par une méthode numérique notamment
méthode de CHOLESKY nous donne le vecteur (Ug}
et par conséquent les vecteurs (Ug ] pour chaque élé-
ment n. En substituant ensuite les vecteurs déplace-
ments nodaux des éléments {UF_'“) dans les relations
d'interpolation, nous obtenons respectivement :

8.1 Le champ de déplacements
fud = {us w817 = [w] {Ura} + [wa][K22] "

”Pg}.} + [pg{:‘m ” [\V,][Kn]vl[,(m] (Us] (33

ou :
[w,] - matrice (3x6)
[w,] - matrice (3x p+p-6)

8.2 Le champ des déformations

{e} = [ew £o xoxo} " = [La]{Urs ]
+[L)[K]? ([PR)+ [PO®)) 6
- [La][Kaa]*[K] fUga} - [}

28

(L;] - matrice (4x6)
[L,] - matrice (4xp+q-6)
(©) - vecteur des déformations initiales

8.3 Le champ des contraintes
{°,= {Nn’Ne» M, MB}T = [31] {UE;]’

w[s2] [ka]" (P2 )+ [P2VY) 6

(5 [Kal* <] (V) - 5°)

[S;] - matrice (4x6)
[S;]1 - matrice (4xp+q-6)
(6@} - vecteur des contraintes initiales

9 ETUDE DE CONVERGENCE DANS
LE DOMAINE ELASTIQUE-LINEAIRE

La formulation matriciclle de I'élément courbe étant
complatement développée, il est donc nécessaire de
faire une étude de convergence pour dégager la perfor-
mance ct les qualités de cet élément.

P, =-1 daN/cm?

I r=10cm
h=1cm

i E=10°daN/em 2
. v=02
.E W T

Figure 6 : Sphere sous pression (données).

Lo -

Figure 7 : Sphere sous pression (maillage type).
9.1 Exemple N°1 : Sphere sous pression extérieure

9.1.1 Test de convergence sur la géométrie
de I'élément

Le tablcau n°1 montre les résultats obtenus avec les
paramétres suivants :
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NEL =10, NG=5,P=6,q=0

9.2 EXEMPLE N° 2 : PLAQUE CIRCULAIRE
ENCASTREE ET CHARGEE

TRANSVERSALEMENT
Type déhs Théorie de Valeurs calculées par programme l Q
7l
TR | N _Ne |Nes | N0u |Ghgs(mar) |GMOa (max) : P ——— /
S el I n h? if 4
f 2
1 5.00 498) 498 | 0.156 -0.186 {_ h
2 5.00 499 | 499 | -0.036 -0.036 -
Q=1ym?
3 5.00 499 | 499 | -0.300 -0.156 r=4m
h=3x102m
E =2x107 ym?
Tableau 1 : Test sur la géométrie de 1'élément. v=0.25

COMMENTAIRE

Nous remarquons une excellente concordance entre
les valeurs numériques données par le programme éla-
boré sur la base de la formulation matriciclle précé-
dente et celles données par la théorie de membrane
concernant les efforts méridiens et circonférenticls
(Ng et NO).

Par contre, les efforts de flexion sont pratiquement
nuls comme le prévoit la théorie pour une coque suffi-

samment mince (théorie de membrane).

9.1.2 Test de convergence sur le maillage

A

l¢

T

TYPE=3
NG=35
P=6 q=0

1 2 4 6 8 10 NEL

Figure 8 : Test de convergence sur le maillage.

COMMENTAIRE

Nous observons qu'aprés une discrétisation en six
€léments, l'erreur commise sur la valeur numérique
des efforts de membrane est de l'ordre de 0.4% par
rapport a la valeur théorique.

Par conséquent, I'élément courbe donne d'excellents
résultats.
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Figure 9 : Plaque circulaire (données).

Figure 10 : Plaque circulaire (maillage type).

9.2.1 Test de convergence sur l'approximation
du champ de déplacement en flexion

o
wo

NEL =4
|P=6 q=1,2,3 \

> (m)

<

-
~
w

-~
-

Figure 11 : Fleche suivant un rayon arbitraire.

COMMENTAIRE

Nous remarquons une trés faible influence de degré
d'interpolation du champ de déplacement en flexion.
En effet, on obtient les mémes résultats pour q = 1, 2,
3 c'est-a-dire pour des champs de degré 4, 5, 6 respec-
tivement,

Cependant la valeur de la fléche qu'on obtient numéri-
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W, =0.08333 \
03 NG=5
NEL= 8
P=6 q=1,2,3

Figure 12 : Fleche suivant un rayon arbitraire.

quement est pratiquement la méme que celle donnée
par la théorie des plaques, ce qui prouve la bonne per-
formance de 1'é1ément.

9.2.2 Test de convergence sur le maillage

D'apres les figures (11 et 12), nous constatons une
parfaite convergence en ce qui concerne la valeur de
la fleche au centre.
10 CONCLUSION

Le développement d'un élément courbe satisfaisant

les conditions géométriques de la fibre moyenne et de
sa pente nous a permis de mesurer, sur quelques exem-

ples, l'écart entre la solution obtenue par une modéli-
sation en "Tronc de cone" et celle obtenue par une
représentation géométrique exacte.

Dans le domaine linéaire, I'écart enrcgistré est de
l'ordre de 5%. Par conséquent, la modélisation par €lé-
ments plans reste parfaitement justifiée exclusivement
dans ce domaine-la.

Cependant, l'introduction d'un élément courbe per-
met une bien plus grande souplesse dans la description
de la géométrie des surfaces.

Aussi, dans les deux articles qui vont suivre, nous
fournirons quelques résultats de l'influence de la non
linéarité géométrique et du chargement non conserva-
teur notamment thermique sur la stabilité des coques
minces de révolution.
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Dans le prochain numéro :

v Calculs élastoplastiques avec
des surfaces de charges singuliéres

v Etude expérimentale et théorique
de la poussée passive sur pieu rigide.

v’ Calcul et analyse de la réponse dynamique
des fondations enterrées par une méthode
approximative au sol de renforcement.
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