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Résumé

L'article traite de la résolution numérique des
arcs et propose une procédure de construction
d'abaques pour la résolution des problémes de cons-
truction en arc (poutre en arc, cintres de tunnel...).

Aprés avoir développé, dans une premiére partic
les solutions analytiques ainsi que la formulation
des différentes matrices de rigidité (voire Algérie

EQUIPEMENT N° 3 de Janvier 92) ; cette scconde
partie traite du calcul numérique. Les r viliuis
conduisent a retrouver des formes compc..cs qui
permettent de passer d'une solution en effor: el en

déplacements, tenant compte dans l'énergie de
déformation de la flexion seulement (Bernoulli) a
des solutions plus riches qui tiennent compte de
Ueffer de leffort normal (Kirchoff) ou de l'effer de
leffort tranchant (Timoshenko).

Q{)ts clés : arcs - calcul numérique - abaquesJ

1 INTRODUCTION

Dans les chapitres précédents, on a vu le développement
de la solution analytique des problemes posés, ainsi que la
formulation des différentes matrices de rigidité d'un ¢élé-
ment d'arc avec prise en compte dans I'énergic de déforma-
tion de l'effet de la flexion seulement (solution de Bernoul-
i), avec prise en compte de l'effet de la flexion et de I'effort
normal et enfin avec prise en compte des trois efforts inter-
nes : flexion, effort normal ¢t effort tranchant (solution de
Timoshenko).

Le programme STAP a €& adapté et étendu pour y
inclure les matrices de rigidité sus-mentionnées. Si, pour
les deux premitres, l'inversion des matrices de souplesse
correspondantes conduit A des matrices de rigidité explici-
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tes ¢ voir chapitre ci-dessus ), par contre, pour la troisiéme,
l'inver ion est effectuée numériquement par l'intermédiaire
dir- sous-routine d'inversion en FORTRAN introduite
dans STAP.

Ce travail de programmation est résumé par les pro-
grammes suivants :

- STAPCER 1 : prise en compte de la flexion seulement
(Bernoulli).
- STAPCER 3 : prise en compte de M, N et T (Timos-
henko).
L'exemple montré sur la figure 1 a été traité en détail
pour :
1°) - Vérifier la formulation et surtout la programmation
effectuée pour introduire les matrices de rigidité d'un
élément d'arc dans le programme STAP.
2°) - Etablir les éventuelles relations liant I'¢lancement de
I'arc pouvant &tre caractérisé par le rapport (W/R) et
les déplacements ou les efforts en fonction des hypo-
theses retenues (Bernoulli, Kirchoff ou Timoshenko).
3°) - Etudier I'influence de I'effort normal et/ ou de l'effort
tranchant en fonction de 1'élancement et du degré de
surbaissement de l'arc (rapport f/L).

2 CONDITION D'INEXTENSIBILITE ET DE
KIRCHOFF

Il a été vu lors de la formulation des matrices de rigidi-
t&, que pour obtenir la solution de Bernoulli a partir de la
solution développée avec prise en compte du moment de
flexion et de l'effort normal, il suffisait de faire tendre le
nombre adimentionnel Z vers 0.

Pour une section rectangulaire par exemple :
z=(hRr)n2
pour (h/R) = 0, ou pour h = 0 (R constant) ; Z =0.
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Cette condition est désignée dans la littérature par
condition d'inextensibilité : qui implique que l'on doit
retrouver la solution de Bernoulli dans le cas des €lance-
ments trés grands ou dans le cas de petite hauteur.

Par analogie 2 la solution des plaques chargées transver-
salement que l'on désigne par solution de Kirchoff (sans

prise en compte de I'effet du cisaillement transversal), on.

désignera pour les arcs par hypothése de Kirchoff, celle qui
retent dans I'énergie de déformation les effets de M et N,
généralement désignée par condition de Kirchoff dans la
littérature [15] (16].

De méme, I'examen de la matrice de souplesse établie a
partir de I'hypothése de Timoshenko (prise en compte de
l'effet de (M, N et T) montre que l'on peut aboutir & la
matrice de souplesse établie A partir de I'hypothese de Ber-
noulli (prise en compte de l'effet de M seulement) en fai-
sant tendre Z = 0.

Eu égard a la programmation effectuée, la condition
d'inextensibilité était obtenue en donnant une s grande
valeur & la section (10'2 par exemple).

Le bien fondé de cette procédure a éié vérifi€ par
l'intermédiaire de la comparaison des résultats contenus
dans le tableau 1.

Tableau 1 : Résultats STAPCER1 et STAPCER3

pmgmmm?ﬁm mgtlr:nm;nn:lll;:q:‘;h STAPCER 1 STAPCERS
D‘ff}:‘ﬁ:ﬁ“ 0,01166180 0,01166180 | 001166180
Efiolx: Zg;nal 0,4591385 0,4591385 0,4591385
:«llgnéle;x 0,1514680 0,1514680 0,1514680

a l'}:n::;‘:;nem 0,1106065 i i

Ainsi la solution de Bernoulli a 1€ obtenue par une pro-
grammation classique d'un calcul numérique de la solution
analytique telle que développée auparavant.

Elle a aussi €1€ obtenue par l'intermédiaire de la matrice
de rigidité propre a la solution de Bemoulli (STAPCER 1)
el enfin par l'intermédiaire de la matrice de rigidité du cas
général (prise en compte de M, N et T : programme
STAPCER 3) en égalisant la section de la poutre & 10'2.

Les résultats pour l'exemple de la figure 1 de I'arc circu-
laire bi-encastré, de rayon égal a 10, sous-tendant un angle
de 180° avec E =1, 1 =1 et P =1 sont donnés dans le tablecau
ci-dessus.

L'analyse des résultats ci-dessus permet de vérifier
que la programmation a été a priori bien effectuée. Une
vérification directe est montrée par les résultats de la pro-
grammation directe de la solution analytique de type Ber-
noulli, et ceux obtenus par le programme STAPCER 1 dont
la matrice de rigidité introduite correspond a celle du
méme type.
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Une vérification indirecte est obtenue avec la compa-
raison de la méme solution analytique et en utilisant le
programme STAPCER 3 (matrice de rigidité correspon-
dant au cas général avec prise en compte de M, N et T).
en égalisant la section de la poutre 2 10™

3 SOLUTION NUMERIQUE POUR UNE CHARGE A
LA CLEF

Une série de calculs a été effectuée sur un arc circulaire
sous-tendant un angle de 180° avec une variation du rap-
port (R/h) allant de 1 & 108 ; h désignant la hauteur de la
section de la poutre.

Pour décrire complétement et convenablement la varia-
tion des déplacements ou des éléments de réduction dans la
structure, le demi-arc a été modélisé par 30 éléments (cha-
que élément sous-tendant un angle de 3°).

Dans le cas d'un arc avec une charge 2 la clef, le dépla-
cement normalisé est exprimé par :

A" = EIW"/(PR3) pour la solution de Timoshenko
A = EIW"/(PR?) pour la solution de Bernoulli

A" = EIwY/(PR?) pour la solution avec prise en compte de
MetN
Le graphe de la figurc 1 représente I'écart en pourcen-
tage entre le déplacement normalisé de la solution de
Timoshenko et celui de la solution de Bernoulli.

DEPLACEMENTS NORMALISES
ECARTS ENTRE "BERNOULLI" & “TIMOSHENKO"
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Fligure 1: Ecart entre la solution de Timoshenko
et celle de Bernoulli
Le graphe de la figure 2 représente I'écart en pourcen-
tage entre le déplacement normalisé de la solution avec prise
en compte de M et N et celui de la solution de Bernoulli
pour différents points de calcul (3°, 27°, 39°, 57° et 90°).

Comme on pouvait s'y attendre sur examen de la solu-
tion analytique, le déplacement normalisé de la solution de
Bernoulli est indépendant du rapport (R/h). Ce déplace-
ment normalisé de référence est donné par le tableau 2.

Les calculs effectués pour le rapport R/h variant de 5 a
10® dans le cadre des trois hypothéses considérées montrent
que pratiquement pour R/h > 2 103 e déplacement norma-
lisé est le méme (6 chiffres significatifs), quel que soit
I'hypoth&se retenue.
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Figure 2 : Ecart entre la solution avec prise en compte
de M et N et la solution de Bemoulli.

Tableau 2 : Déplacements normalisés (solution de Bernoulli avec 1 = 8,33 10°2)

L'indice inférieur (j) désignera la position du point du
calcul du déplacement (w) :

j=0ouj=e pourun point situé a I'encastrement
j=30,45 pour un point situé a 30° ou 45°
j=c pour un point situé 2 la clef de l'arc.
Ainsi par exemple : w’
représentera le déplacement radial a la clef de l'arc quand
on prend en compte le moment de flexion seulement dans

I'expression de I'énergie de déformation.

La méme notation est utilisée pour le déplacement nor-
malisé :

A= I:’.Iw‘j /(PR?)

Pour les efforts on utilisera la notation

déja mentionnée auparavant :

(3] x=s/ w : déplacement EIw/PR3 w i déplacement | &

radial pour radial pour deAd g g . at

R/Mh =10 R/h=15 N'j—'fjp ct M‘j— Bj PR
e 0.0 0 - g 0.0 2 Le tableau 3 donne les valeurs des dépla-
ol |t ke i | Gz | Sroessesiise hisckid: i
27° 03 i it | oemses i | naioogesor; | VEmeOL hx Thypovene o Hemonll B
3 | 04 i 10t | sotige ol | Goscei | il pec gt ek mne o
a5° 0.5 0619933 102 | 0619933 107! 0.209227 102 "é“e‘gr:‘;‘;ﬁ ‘:Zf.";:l‘i‘tc"’s";‘;'o% SN, Spar o
54° 0,6 0303717 102 | 0303717 10°! 0,102504 102 | TaPpo ) .
63° 0,7 0177670 102 | -0,177670 10! | -0,599636 102 . y
720 08 0726170 102 0726117 10°! - 0,245064 102 On remarquera que 'on peut exprimer le
81° 09 | -0119567 102 | 1195670 10" | -0.403539 102 | rapport R/ par Iélancement de larc.
90° 1,0 -0,139942 103 |-1,399420 107! -0,472303 102

Avec l'augmentation du rapport R/h, toutes les solutions
convergent vers celles de Bernoulli.

Le volume des calculs effectués étant important, il est
nécessaire d'adopler une notation particuliére pour rendre
compte des résultats.

Le déplacement radial (w) peut &tre donné pour une sec-
tion de l'arc définic par la position du point de calcul et
pour les wrois types d'hypotheses cnvisagées (Bernoulli,
Timoshenko, ...).

D'une maniére générale, on notera :

wh.=MN, T ct j=0,3,6,..90 degrés

L'indice supérieur (i) indiquer;i le type d'hypothése
retenue

i =M pour une solution avec prise en compte de l'effet du
moment de flexion seulement (Bernoulli).

pour une solution avec prise en compte de I'effet de
flexion et de l'effort normal.

pour une solution avec prise en compte de l'effet de
flexion, de I'effort normal et de l'effort tranchant
(Timoshenko).
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Si on désigne par (r), le rayon de giration
de la section courante et par (L) la longueur
de l'arc onaalors :

L/r = LINI/Q = k(R/h)
Dans le cas d'une section reclangulaire :
L = 2V12 a(R/h)

Comme on peut le remarquer sur cxamen des résultats
du tableau 3, la solution de Bernoulli est indépendante du
rapport R/h.

Tableau 3 : Déplacements normalisés (angle sous-tendu 180°)

R/h L/r A A Rapport
n (2) 3) ) (3)/(4)
5 15,7 -0,13994 | -0,18660 0,7499
10 31,5 -0,13994 | -0,15173 0,9223
15 47,1 -0,13994 | -0,14519 0,9639
20 62,8 0,13994 | -0,14290 0,9793
30 933 -0,13994 | -0,14126 0,9907
40 ¥25,7 -0,13994 | -0,14068 0,9947
50 157,1 -0,13994 | -0,14041 0,9966
100 314,2 -0,13994 | -0,14006 0,9992
500 -- -0,13994 | -0,13995 1,0000
1000 -- -0,13994 | -0,13994 1,0000
10000 - -0,13994 | -0,13994 1,0000
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On peut également remarquer que l'on peut retrouver
une relation intéressante entre les déplacements normalisés
calculés sous hypothése de Bemoulli et sous hypothese dé
Kirchoff (prise en compte de I'effet de M et N dans
I'énergie de déformation).

Cetlc relation est donnée par I'expression suivante :
2
A =A% [1+844 (h/R) ] pourR/h>15

De la mé&me maniére, on peut retrouver la relation liant
les déplacements normalisés sous hypothése de Timoshen-
ko et sous hypothése de Bernoulli.

Cependant dans le cas des déplacements normalisés
sous hypothése de Timoshenko, le module (G) de cisaille-
ment intervient dans les calculs.

La figure 3 et le tableau 4 résument les calculs effectués
pour ces dits déplacements.

DEPLACEMENT A LA CLEF
ECARTS ENTRE DEPLACEMENTS NORMALISES

5

]

4

{
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;

r 1
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g
0 r ———
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RAPPORT (R/h)

Figure 3 : Ecarts entre déplacements normalisés : solution
de Timoshenko et solution avec prise en compte

deMetN
Tableau 4 : Déplacements normalisés (angle sous-tendu 180°)
- Solution de TIMOSHENKO
R | AL(v=00) | &(v=025) | & /2) | Ac/3)
(1) (2) (3)

5 -0,20383 0,20812 0,6866 0,6724
10 -0,15611 -0,15721 0,8964 0,8902
15 -0,14715 -0,14764 0,9510 0,9479
20 -0,14400 -0,14427 0,9718 0,9700
30 -0,14175 -0,14427 0,9873 0,9864
40 -0,14095 0,14103 0,9928 0,9923
50 -0,14059 -0,14064 0,9954 0,9951
100 -0,14010 -0,14011 0,9989 | - 0,9988

10000 [ -0,13994 -0,13994 1,0000 1,0000

On obtient les relations suivantes :

AT

c

= A" [1+ 11,60 (WR)*] (v=00) pourRM>15

AT, = A" [1+ 1235 (WR)* ] (v = 0,25) pour R/h > 15

Les résultats pour les déplacements normalisés
sous hypothése de Kirchoff et sous hypothtse de
Timoshenko et leur comparaison sont donnés par le
tableau 5.
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Tableau 5 : Déplacements d'un arc bi-encastré avec unc
charge ponctuelle a la clef (angle sous-tendu 180°)

R/ W We Rapport
m (2) 3) 32 -
5 0,23325 102 | -0,25479 102 1,0923
10 | -0,15173 103 | -0,15611 103 1,0289
15 0,49002 103 | -0,49663 103 1,0135
20 0,11432 10* | -0,11520 104 1,0077
30 | -038140 104 | -0,38273 10* 1,0035
40 | -0,90035 104 | -0.90208 10 1,0019
50 | 017551 105 | -0,1757510° 1,0013
100 | -0,14006 108 | -0,1401010° 1,0003
10000 | -0,13994 1012 -0,13994 102 1,0000

De la méme manidre, la figure 4 et le tableau 6 présen-
tent les résultats du déplacement radial a 45° pour différen-
tes hypotheses.

DEPLACEMENT A 45°
ECARTS ENTRE DEPLACEMENTS NORMALISES
1,09
g 1
Z 108
% 107 R
g 45",
1,06 4
M T —
S 1,05 4 j‘s A
a 1,04 4
g 1,03 1
al /
1,02 A an
1014 45 45
1 ———
s 10 15 20 25 30 35 40 45 50 100
RAPPORT (RM)
DELTA (M)/ DELTA (T} + DELTA (N)YDELTA (T)

Figure 4 : Ecarts entre déplacements normalisés : solution
de Timoshenko et solution de Bernoulli

Tableau 6 : Déplacements normalisés & 45° pour arc
bi-encastré (angle sous-tendu : 180°)

N T M

R/ Ass Aus Masi2) | Aasl®)
(¢)) (2) 3) @) 3)4)
5 372462 102 | 4,18711102 1,66442 | 1,48057
10 5,57403 102 | 568898 102 1,11218 1,08971
15 5,59086 102 | 597188 102 1,10883 1,03809
20 | 6,04259102 | 6,04259 102 1,02594 1,02109
30 | 6,12963 102 | 6,14237 102 1,01137 1,00927
40 | 6,16013 102 | 6,1673410% | 1,00636 1,00519
50 6,17423 102 | 6,17882102 1,00407 1,00332
100 | 6,19307102 | 6,19422102 1,00101 1,00083

10000 | 6,19933 102 | 6,19933 102 | 1,00000 1,00000

4 GENERALISATION POUR LA SOLUTION EN
DEPLACEMENT

Les résultats donnés auparavant montrent bien les rela-
tions qui peuvent exister entre les déplacements calculés
avee prise en compte dans I'énergie de déformation succes-
sivement de I'effet de M seulement (hypothése de Bernoul-
li), de l'effet de M et N (hypothese - désignée par exten-
sion- de Kirchoff) et enfin l'effet de M, N et T (hypothése
de Timoshenko).

L'étude systématique a é¢ menée pour lier les diffé-
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rents déplacements sclon les différentes hypotheses
retenues.

Tableau 7 : Facteurs de correction y (i, j) & la clef

> R/ [ Ww(NM) | W(MN) [ w(T.M) | w(MT) [ w(T,N) [ w(NT)
Une fiotation particulidre, définie par les rela-
tions ci-apres, a €té introduite : 10 | +840 | -7,80 | +11,60 | -10,50 | +2,90 | -2,80
15 +8,45 -8,15 | +11,60 | -11,00 +3,00 [ -3,00
A=A [ 1+ w(N, MB/R)? ] 20 | +845 | -830 | +11,60 | -11,50 | +3,10 | -3,10
30 | +845 | -840 |[+11,60 | -11,50 | +3,10 | -3,15
A= A [1 4+ y(r, M)B/R)? ] 40 | +845 | -840 | +11,60 | -11,55 | 43,15 | -3,15
50 | +845 | -840 |[+11,60 | -11,60 | +3,15 | -3,15
A= AN [1 4 y(r, N(WR)? | 100 | +845 | -840 | +11,60 [ -11,60 | +3,15 | -3,15
10000| +8.45 | 845 | +11,60 | -11,60 | +3,15 | -3,15
Pl éral i ; 0
R, Tableau 8 : Facteurs de correction y (i, j) 2 45°
i ;| 2
A= a1+y 6. DoY) RA [y [ woun) | wem) | worn |y | wonn
b M N ot oM T 10 |-1010 | +1120 | 825 | 4900 | +205 | -2.00
L otrmaion e s . e | 13 00| 1060 | 325 | 3 | 108 | 4
d'établir toutes les relations susceptibles de lier les 30 1 O,l 0 | +1 0:20 -8:2 5 +8’3 5 +1'90 _1‘90
différents déplacements normalisés. e ’ ; :
40 | -10,10 | +10,20 | -8,25 +8,30 +1,90 | -1,90
i i 50 | -10,10 | +10,20 | -8,25 +8,30 +1,90 | -1,90
Ils permettent notamment de corriger les résul- : 5 . ¥ g :
tats obtenus sous une hypothése donnée (par 100 | -10,10 | +10,10 | -8,25 +8,25 +1,90 | -1,90
: ; 10000| -10,10 | +10,10 | -8,25 +8,25 +1,90 | -1,90
exemple celle de Bernoulli) pour obtenir ceux
relatifs a une hypothése plus riche (Timoshenko). Tableau 9 : Facteurs de correction y (i, j) & 30°
Il existe évid t lati re (i, j 7
o w(:t;isle videmment une relation entre y(i, j) R | wONM) | wean) | v | wonn) | vy | wosn)
: 10 -4.85 +5,10 | -2,20 +2,25 +2,75 | -2,70
. 15 | -485 | +495 | 225 | +225 | +270 | 265
i) b s 2 20 -4.85 +4,90 | -2,25 +2,25 +2,65 | -2,65
ol [T g DO 30 | 485 | +490 |-225 | +225 | +265 | -2.65
ot 40 -4.85 +4.90 | -2,25 +2,25 +2,65 -2,65
50 -4.85 +490 | -2,25 +2,25 42,65 | -2,65
§_ ok i o 2 100 -4,85 +4.90 | -2,25 +2,25 +2,65 -2,65
&= [t vG. ey ] 10000| -4.85 | +490 | 225 | +225 | +265 | 265
Condupamd ; Tableau 10 : Facteurs de correction y (i, j) a 75°
v, (OR)? + G, DOR) +
R/ [ y(NM) | yMN) | w(TM) | yMT) | W(TN) | y(NT)
+ (@i, ) + v, DO/R) =0
¥ 10 +12,95| -10,95 | +14,74 | -12,85 +2,20 | 2,15
Pour R/h : suffisamment grand : 15 +12,30 [ -11,70 | +14,80 [ -13,85 +235 | -2,30
20 +12,30 | -11,95 | +14,80 | -14,30 +2,40 | -2,40
(h/RY* (i, j) w(, i) est négligeable. 30 | +12,30 | -12,15 | +14,80 | -14,65 +245 | -245
WD 0 40 +1230 | -12,25 | +14,80 | -14,75 +2,45 | -245
Onauraalors: (i, J) =-w @, i) 50 | +1230| -1230 | +14,80| -14,80 | +245| -245
100 +12,30| -12,30 | +14,80 | -14,80 +2,45 | 245
Cette demiére relation sera vérifiée par les cal- 10000 +l2,30 '12,30 +]4,80 '14.80 +2,45 '2,45

culs numériques résumés dans les tableaux 7 & 10.

On remarquera que les tableaux en question donnent les
facteurs de correction arrondis a 0,05.

Avec les valeurs ainsi obtenues, les déplacements nor-
malisés sont calculés exactement avec quatre (4) chiffres
significatifs par les formules précédentes.

L'examen des différents facteurs de correction (i, j)
(et j= M, N, T ) montre que les facteurs de correction
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W(N, M) et (T, M) sc stabilisent plus rapidement lorsque le
rapport R/h augmente.

C'est pour cela qu'ils ont été choisis pour une détermina-
tion systématique dans les relations :

A= A% 1+ wiv, my(h/R)? ]

a7 = 4% [1 + y(r, my(b/R)? |
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Ils sont donnés en fonction de la position du point de
calcul par le tablean 11 et la figure 5.

Tableau 11 : Facteurs de correction

0 x=s/1 | yONM) | w(rm)
e 0,00 - --

! g 0,10 -2,80 +4,95
18° 0,20 -3.40 +0,70
27° 0,30 -4.40 135
36° 0,40 -6,15 -3,90
45° 0,50 -10,10 -8,25
54° 0,60 26,40 -25,20
63° 0,70 +53,90 +57,50
Y 44 0,80 +14,85 +17,35
81° 0,90° +9,65 +12,25

90° 1,00 +8,45 +11,60

Nota: les facteurs de correction donnés dans ce

tableau représentent les facteurs qui se
sont stabilisés pratiquement pour R/h>15

FACTEURS DE CORRECTION
30,00
20,00 4 R WM
3]
10004 - baa
0,00

-10,004

20,004

-30,00

—r
) 01

| TRt RV PSP TRREL NN, VASL Y5 WP TR I, (O
02 03 04 05 06 07 08 09
x/L.

o facteur (N.M) + facteur (T,M)

Figure 5 : Facteurs correctifs y (N,M) w(T,M) 2 o = 180x
Tableau 13 : Efforts normalisés 2 la clef d'un arc bi-encastré

EFFORT NORMALISE

0,700
0,680

0,640

0,400

EFFORT NORMAL DANS L'ARC
SOLUTION DE BERNOULLIL
0,660 )/j .
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080T T .7 e
Z = |
s 2 N
0,540 +—/ 4~ ] ]
ST -
0,500 - X
NS = - P
0,440 B —T : A
0o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 |
x/L
o - Arc 180°

Figure 6 : Variation de I'effort normal (normalisé)

On rapporte dans le tablcau 13 les déplacements norma-
lisés calculés 2 la clef d'un arc bi-encastré avec une charge
ponctuelle 2 la clef pour un rapport ( R/h) variant de 10 a

10,

Les résultats ci-dessus permetient d'établir les relations

suivantes :

yo=ye, [1-0.74 (R) ]
¥ =y [1-097 W/R) ]
B = [1+082 VR |

B =B [1+ 1,07 W/R)’ |

qui permettent de passer des résultats obtenus avee l'une
des hypothéses a ceux relatifs a une autre.

5 SOLUTION EN EFFORT (charge ponctuclle)
Rh | Lr | % Yl Be B
Les calculs ont été également menés pour la
dé[crmmalnon des rclauoqs pouvant lier 'lcs 10 108.8 | 045573 | ~0.45474 | 1,52706 10~ | 1,53067 10!
cfforts obtenus pour les trois hypotheses envisa-
gées. 15 1632 |-0,45762 | -0,45717 | 1,52019 107! | 1,52183 107!
20 217,7 |-0,45829 | 045803 | 1,51779 10-1 | 1,51872 1071
La méme conclusion que dans le cas des dépla- | 3g 326,5 |-0,45876 | —0,45865 | 1,51606 1071 | 1,51648 107!
ccmgnls demeure valablc: l"our la §oluuon de Ber- 40 4533 |-045803 | -0,45886 | 1,51546 10-! | 151569 1071
noulli, les efforts normalisés sont indépendants du 1 i
rapport R/h 50 544,1 |-0,45900 | —0,45896 | 1,51518 10~ 1,51533 10
100 |1088,3 |-0,45910 | -0,45911 | 1,51480 1071 | 1,51484 107!
Ils sont donnés par le tableau 12 ct lc graphe | 10000| — |-0,45914 [ 045914 | | 51468107 | 1,51468 107!
correspondant de la figure 6.

Tableau 12 : Efforts normalisés sous hypothese de BERNOULLI

E=s/L| 00 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
ym 0,50000 | 0,56566 | 061734 | 0,65377 | 0,67405 | 0,67773
E=s/L| 06 0,7 0,8 0,9 1,0
Yy 0,66475 | 0,63548 | 0,59067 | 0,53141 | 0,45914
48

6 VARIATION EN FONCTION DU
SURBAISSEMENT
Le surbaissement de l'arc est défini par
I'angle d'ouverture ou son équivalent le rapport

(f/L), rapport entre la fleche 2 la clef de l'arc sur
la longueur dc la corde ou longueur de travée.

On reprendra I'élude des différents déplace-
ments et efforts déja utilisés auparavant pour un
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angle d'ouverture de 180° successivement pour 120° et 90°.

Les résultats sont rapportés avec les mémes notations
déja utilisées.

La figure 7 représente le déplacement normalisé sous
hypothese de Bernoulli pour Ies deux angles d'ouverture
( 180° et 120°).

SOLUTION DE BERNOULLI
20 DEPLACEMENT RADIAL
6,0

S
4.0 N
=

20{—L~]

0:0 iﬁ el

2,0 L e 5 \\\\‘
A
N

-4,0
-6,0 |-
-8,0 4——— N
-10,0 \ e
12,0 ——1+—+

140 b P S|
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

DEPLACEMENTS NORMALISES

Abscisse Normalisée : s/L
o Angle au Centre = 180° + Angle au Centre = 120°

Figure 7 : Déplacements normalisés pour angle
d'ouverture de 180° et 120°

Les tableaux 14 et 15 donnent les factcurs de correction
y(i, j) pour un angle d'ouverture de 120° et de 90°.

Tableau 14 : Facteurs de correction W (i,j) a la clef d'un arc
pour angle d'ouverture de 120°

R/h L/r YINM) | WMN) | W(MT) | W(T,M)
10 20,9 +43,8 -30,5 -33,6 +50,7
15 314 +44 4 -37,1 -41,9 +51,4
20 41,9 +44.,6 -40,1 -45.8 +51,7
30 62,8 +44.8 42,7 -50,3 +52,0
40 83.8 +44,8 -44.1 -50,2 +52,0
50 104,7 | +44.8 -4477 -51,8 +52,0
100 2094 +44.8 -44 8 -52,0 +52,0
150 3142 +44 .8 -44 8 -52,0 +52,0
10000 | -- +44.8 -44.8 -52,0 +52,0

On notera que les facteurs de correction W(N, M) ct
(T, M) se stabilisent plus rapidement que (M, N) et
y(M, 1).

Par ailleurs, comme dans le cas précédent on retrouve
pour R/h suffisamment grand :
W(M, N) = - y(N, M) et W(T, M) = y(M, T)

Les facteurs de correction (N, M) et y(T, M) se stabili-

sent pratiquement pour R/h = 30 ou 'équivalent en élance-
ment L/r = 50.

Lorsqu'on compare cette condition a celle obtenue dans
le cas d'un arc sous-tendant un angle de 180°, on s'apergoit
qu'elle est identique quand on prend I'élancement L/r.

Enfin le tablcau 15 donnc les facteurs considérés dans le
cas d'un arc bi-encastré sous-tendant un angle de 90° avec
une charge ponctuelle a la clef.

Comme dans les cas traités auparavant on remarquera
que les facteurs de correction (N, M) et (T M) sc stabili-
sent plus rapidement que (M, N) et y(M, T).

On remarquera également que les conditions établies sur
R/h en fonction du degré de surbaissement de I'arc sont équi-
valentes a la condition établie sur I'élancement ; cette demid-
re n'étant pas fonction du degré de surbaissement de l'arc.

Une comparaison entre les valeurs des facteurs de cor-
rection W(N,M) pour différents surbaissements est donnée
par le tablcau 16.

Tableau 16: Comparaison des facteurs de correction (N, M)

E_, Angle sous-tendu | Angle sous-tendu | Angle sous-tendu
180° 120° 90°
0,2 -3,40 -19.7 649
0,4 -6,15 -34,6 -113,4
0,6 26,45 -1442 -467,7
0,8 +14,25 +79.9 +298,4
10 +8,45 +44.8 +144,3

Tableau 15 : Facteurs de correction v (i,)) & la clef
d'un arc pour angle d'ouverture de 90°

R/h L/r WN,M) W(MN)
10 20,9 +1329 571

15 31,4 +139,1 85,9

20 419 +141.4 -104,4
30 62,8 +143,1 -1254
40 83,8 +143 3 -191,8
50 1047 +143.3 -136,1
100 2094 +143,3 -144.4
150 3142 +1433 -1433
200 3422 +143,3 -143,3
250 - +1433 -1433
10000 +143,3 -1433
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Les calculs ont é¢ menés également pour établir les
relations liant les efforts sous les différentes hypothéses
envisagées.

Les résultats se résument comme suil :

20 =180° y' =¥ [1-074 (R)?]  RM>10
20 =120° ¥ =7 [1-339 (R)’] R>15
20=90° ¥ =y [1-339 (hR)*]  RM>20
20 =180° " =p* [1+082 (WR)*]  Rm>10
20 =120 B =p* [1+534 (WR)']  RM>15
200 =900 B =B [141549. R’ R0
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On remarquera, comme cela a éé déja fait pour les
déplacements, que les conditions sur le rapport R/h en
fonction du surbaissement représentent en fait la méme
condition sur I'élancement : Lfr > 50, et ce, quel que soit
l'angle d'ouverture de 'arc.

7 CHARGE UNIFORME HORIZONTALE

Les relations établies pour le cas d'une charge ponctuel-
le a la clef sont également valables pour une charge unifor-
me. Tous les calculs effectués précédemment ont éié refaits
pour ce cas de charge. On remarquera que dans ce dernier
cas les déplacements et efforts normalisés sont donnés par :
B=MQR*

A = Blw/(qRY) | v=N/gR

ol q est la charge uniforme appliquée.

Tableau 17 : Facteurs de correction y (NM)
pour le cas d'une charge uniforme

& Angle sous-tendu Angle sous-tendu
is 120°
0,1 -4,3 45,8
0,2 -5.8 -61,0
0,3 -7,9 -86,6
04 -12,6 -137,7
0.5 2241 -252,0
0,6 -113,6 ki
0,7 +60.6 +601
0.8 +25,8 +279
09 +219 +226
1,0 +20,3 +208

On obtient également les relations suivantes pour les
clforts a laclefl :

20= 180° B =B* [1+3,10 (WR) |
2a=120° B =B [1+39,9 (h/R) |
7 CONCLUSION

Les calculs effectués et rapportés ci-dessus montrent
bicn que des relations existent et permettent de passer
d'une solution avec hypothése simplifiée (hypothése de
Bernoulli qui ne prend en compte dans I'énergic de (lexion
que l'effet de flexion) & une hypothdse plus riche, soit
celle de Kirchoff (prise en compte de M ct N dans
I'énergie de déformation), soit celle de Timoshenko (prise
en compte de M, N et T dans I'énergic de déformation),
Ces relatons existent pour, la solution en déplacement ct
la solution en effort.

Pour un méme point de calcul elles sont de type :
§' = 8" [1+ (i, j) (WR)?)
s : solution sous hypothése (j= M, N. T)

s : solution sous hypothése (i=M, N, T)
y(i, j) : facteur de correction

50

On peut donc établir des abaques donnant ces différents
facteurs de correction pour les différentes hypotheses. Elles
peuvent étre construites pour une solution de déplacements
ou d'efforts normalisés tels que présentés par cet article. La
présentation sous forme de déplacements ou d'efforts nor-
malisés permet évidemment une plus grande généralisation
d'utilisation des abaques.

La généralisation de la procédure ct du formalisme
développé permet, pour un cas pratique avec des données
numériques, de décider s'il y a lieu de retenir une hypothe-
se simplificatrice ou non @
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